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离散 数学 是 研究 离散 量 的 结构 及 其 相互 之 间 关系 的 学 科 , 它 与 当今 计算 机 所 处 理 的 对 
象 相 一 致 离散 数学 是 教育 部 2009 年 “高 等 学 校 计算 机 科学 与 技术 专业 核心 课程 教学 实施 
方案 ”中 8 门 核心 课程 之 一 ,在 专业 教学 体系 中 起 着 重要 的 基础 理论 支撑 作用 . 

本 教材 自 出 版 以 来 被 多 所 高 校 选用 , 已 连续 多 次 印刷 , 2012 年 荣幸 评 为 首 批 “十 二 五 ” 普 
通 高 等 教育 本 科 国 家 级 规划 教材 . 根据 教育 部 通知 要 求 , 入 选 教材 应 继续 修订 完善 ,及 时 补充 
反映 最 新 知识 .技术 和 成 果 的 内 容 , 与 时 俱 进 , 在 原 书 的 基础 之 上 将 初等 数论 知识 融入 在 第 1 
章 和 第 2 章 , 加 强 了 内 容 的 历史 发 展 和 进一步 待 思考 问题 的 概要 说 明 , 并 做 了 如 下 改动 . 

(1) 在 第 1 章 中 加 入 了 数论 中 的 基本 内 容 , 如 素数 、 素 因数 分 解 , 模 运算 、 最 大 公 因 数 、 
最 小 公 倍数 和 欧 拉 函 数 等 同时 还 给 出 了 常见 的 证 明 方法 :直接 法 、 举 反例 法 、 数 学 归纳 法 
和 反 证 法 等 . 

(2) 在 第 2 章 中 ,将 整数 集合 Z 上 的 整除 、 模 同 余 关 系 作为 ZZ 上 的 关系 很 自然 地 引入 ， 
同时 还 介绍 线性 同 余 方 程 或 线性 同 余 方 程 组 . 

(3) 由 于 教学 时 数 和 多 数学 校 的 教学 现状 ,精简 了 代数 结构 内 容 . 

(4) 由 于 组 合计 数 在 算法 分 析 和 设计 中 的 重要 性 ,组 合计 数 是 离散 数学 课程 实施 方案 
中 的 核心 知识 单元 ,属于 必 学 内 容 , 增 加 “组 合计 数 ” 一 章 . 

(5) 新 增 每 章 小 结 内 容 . 

(6) 与 本 教材 配套 的 (离散 数学 习题 解答 (第 3 版 )) 每 章 新 增 自 测 题 及 习题 解答 . 

本 着 离散 数学 为 计算 机 其 他 专业 课程 ,如 数据 结构 、 操 作 系 统 、 计 算 机 组 成 原理 数据库 
原理 ,算法 设计 与 分 析 、 编 译 原理 .软件 工程 .计算 机 网 络 及 人 工 智 能 等 的 学 习 提供 必要 数学 
基础 的 原则 ,同时 考虑 到 大 多 数 高 校 教学 学 时 数 的 安排 ,本 书 共 分 8 章 , 分 别 介 绍 集合 .映射 
与 运算 ,关系 ,命题 逻辑 ,谓词 逻辑 ,代数 结构 ,图 论 以 及 几 类 特殊 的 图 和 组 合计 数 . 全 书 以 
集合 .映射 .运算 和 关系 为 主线 ,使 全 书 内 容 联 系 紧密 ,具有 较 强 的 逻辑 性 . 每 节 都 有 精 选 习 
题 ,书后 有 习题 答案 及 提示 . 各 章 之 间 的 联系 如 下 图 所 示 : 


第 1 章 集合 、 映射 与 运算 | 一 | 第 2 章 关系 


i | 


第 3 章 命题 逻辑 =| 第 第 6 章 图 论 


| 


第 7 章 几 类 特殊 的 图 


1 
第 4 章 谓词 逻辑 


准 革 孙 监 基 o 示 | 


车 其 溢 挛 莉 内 


通过 这 些 内 容 的 学 习 , 以 培养 学 生 抽 象 思 维 能 力 ( 包 括 符号 抽象 和 计算 抽象 ) .严密 的 逻 
辑 思维 能 力 以 及 计算 思维 (computational thinking) 能 力 ,能 够 将 计算 机 作为 认 知 工具 , 按 计 


本 


算 机 方式 求解 问题 . 

本 书 讲授 约 需 72 课时 ( 见 下 表 ) ,根据 教学 课时 以 及 学 生 具 体 情况 ,对 于 第 4 章 、 第 5 章 
和 第 8 章 内 容 可 适当 删 减 (第 1 章 最 后 两 节 、 第 2 章 最 后 两 节 也 可 考虑 适当 删 减 ) ,可 讲授 
50 学 时 左右 . 适当 增加 部 分 内 容 或 加 强 习 题 训练 ,可 作为 90 学 时 教材 使 用 . 在 学 习 过 程 
中 , 若 能 结合 本 书 配套 的 《离散 数学 习题 解答 (第 3 版 )) 学 习 , 则 能 起 到 举一反三 、 加 深 课 本 
内 容 学 习 和 理解 的 作用 . 

学 时 数 安排 表 
节 的 学 时 数 
2 十 2 十 2 十 1 十 1 十 1 二 9 
2 十 2 十 2 十 1 十 1 十 1 十 2 二 11 
HF2 十 2 十 2 十 2 十 1 十 1== 11 
2 十 1 十 1 十 1 十 1 十 1=7 
2 十 2 十 2 十 2 一 8 
2 十 1 十 1 十 1 十 3 十 1 十 1 一 10 
1 十 1 十 2 十 2 十 1 十 1 十 1 十 1 一 10 
2 十 2 十 2 一 6 
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在 学 习 过 程 中 ,请 查阅 有 关 网 络 教学 资源 : 

(1) Kenneth H. Rosen website: http://www. mhhe. com/rosen. 

(2) ArsDigita University: http://aduni. org/courses/discrete/index. php? view=cw. 

(3) Harver Mudd College: 

http://www. infocobuild. com/education/learn-through-videos/mathematics/ discrete- 
mathematics. html. 

(4) MIT(Massachusetts Institute of Technology): 

http://ocw. mit. edu/ OcwWeb/ Electrical-Engineering-and-Computer-Science/ 6-042JFall-2005/ 
CourseHome/index. htm. 

(5) www. izhixue. en. 

教材 建设 是 一 项 长 期 的 艰苦 过 程 , 由 于 编者 水 平 有 限 ,缺点 和 朴 漏 在 所 难免 , 垦 请 大 家 
不 音 指 正 并 提出 宝贵 修改 意见 ,以 便 不 断 改 进 和 完善 ,作者 万 分 感激 . 欢迎 索取 教学 用 PPT 
素材 和 考试 用 20 套 考试 用 套 题 (huiwend@swu. edu. cn). 

感谢 重庆 市 2013 年 高 等 学 校 教 学 改革 研究 项 目 ( 编 号 : 133013) 资 助 . 
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第 1 章 集合 .映射 与 运算 


集合 是 现代 数学 的 最 基本 概念 ,映射 是 现代 数学 的 基本 概念 ,运算 本 质 上 就 是 映射 ,其 
基本 内 容 在 中 学 已 出 现 . 由 于 信息 科学 很 多 理论 研究 和 应 用 研究 都 与 集合 .映射 和 运算 有 
关 , 需 要 进一步 较 系统 、 深 入 地 学 习 集 合 、 映 射 和 运算 的 有 关内 容 . 

集合 .映射 .运算 和 关系 是 贯穿 于 本 书 的 一 条 主线 ,它们 可 使 离散 数学 内 容 不 “离散 ”. 


1.1 集合 的 有 关 概 念 


eh = 


现代 数学 均 建 立 在 集合 基础 之 上 ,集合 已 渗透 到 自然 科学 以 及 社会 科学 的 各 个 研究 领 
域 . 集合 是 表示 (离散 ) 对 象 的 数学 工具 . 在 非 数 值 信息 的 表示 及 处 理 中 ,可 以 借助 于 集合 
去 实现 数据 的 表示 、 删 除 、 插 入 、 排 序 以 及 描述 数据 间 的 关系 ,在 程序 设计 数据 结构 .数据库 
和 软件 工程 等 课程 中 会 经 常用 到 . 

众所周知 ,集合 论 创 始 人 德国 数学 家 G，Cantor(1845 一 1918) 在 讨论 函数 项 级 数 的 收敛 点 
问题 时 定义 了 集合 . 根据 G，Cantor 的 朴素 集合 论 观点 ,集合 (set) 是 具有 某 种 特定 性 质 的 对 象 
汇集 成 的 一 个 整体 ,其 中 的 每 一 个 对 象 都 称 为 该 集合 的 元 素 (element) ,如 班 上 的 所 有 男生 就 组 
成 一 个 集合 . 我 们 把 一 些 特定 对 象 看 作 一 个 整体 就 是 一 个 集合 ,尽管 这 种 理解 存在 不 足 之 处 . 

数学 上 常用 一 对 大 括号 { } 表 示 一 个 整体 . 

在 讨论 集合 时 ,应 该 先 指定 所 讨论 的 范围 ,这 是 避免 在 集合 论 中 ( 


出 现 某 些 悖 论 的 最 好 方法 . 所 指定 的 范围 本 身 就 是 一 个 集合 , 称 为 
全 集 (universal set) ,有 时 候 称 为 论 域 ,用 U 表示 . 在 画 文 氏 (John 
Venn,1834 一 1923) 图 时 ,用 一 个 矩形 框 表 示 , 如 图 1-1 所 示 . 图 1-1 

集合 通常 用 大 写字 母 A,B,C,D 等 表示 . 

给 定 一 个 集合 ,比如 A, 对 于 全 集中 的 任意 元 素 x, 有 且 只 有 下 述 两 种 情形 出 现 : 

(1) 若 z 是 A 中 的 元 素 , 则 称 x 属 于 A, 记 为 YE A; 

(2) 车 xz 不 是 A 中 的 元 素 , 则 称 x 不 属于 A, 记 为 xz&A. 

显然 ,这 样 的 集合 A 有 一 个 明确 的 边界 . 

思考 ” 班 上 的 所 有 高 个 子 同学 看 作 一 个 整体 时 是 一 个 模糊 集合 (fuzzy set)5 ,你 能 想 
出 描述 它 的 方法 吗 ? 

常见 的 数 的 集合 (用 正 黑体 字母 表示 ) 有 : N 是 自然 数 集合 ,包括 数 0; N1+ 是 正 整数 集 
合 ;Z 是 整数 集合 ( 正 整 数 集合 也 可 以 记 为 Z+ );Q 是 有 理 数 集合 ;R 是 实数 集合 ;C 是 复数 
集合 ;Zu 一 {0，1，2，…，m 一 1}. 

下 面 介绍 素数 集合 P. 

对 于 任意 整数 mx 入, 若 存 在 整数 gq, 使 得 nn 二 qm, 则 称 mx 为 n 的 因数 (divisor) ,又 称 六 

0 遍 


整除 (divides)n 或 n 被 m 整除 , 记 为 mln( 与 中 学 要 求 m 冯 0 不同 ). 于 是 ,6 和 一 6 的 因数 
有 1 一 15 25 一 2 3, 一 3565 一 6; 特 别 邮 ;216, 一 216; 2| 一 6; 一 引 一 公 任意 整数 都 是 
0 的 因数 , 即 对 于 任意 m EZ, 有 m10. 对 于 任意 正 整 数 ,用 D, 表示 的 所 有 正 因数 组 成 
的 集合 ,于 是 Di 二 {1, 2, 3, 4, 6, 12}. 

对 于 大 于 1 的 正 整 数 p, 若 D, 二 {1, p), 即 p 的 正 因数 只 有 1 和 pp, 则 称 p 为 素数 
(prime) ,否则 称 p 为 合 数 (composite number). 素数 又 称 为 质数 . 1 既 不 是 素数 也 不 是 合 
数 . 最 前 面 的 10 个 素数 为 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29. 

检查 一 个 大 于 1 的 正 整数 是 否 为 素数 称 为 素数 测试 . 素数 测试 不 仅 具 有 重要 的 理论 意 
义 , 而 且 在 计算 机 密码 学 中 具有 十 分 重要 的 应 用 价值 . 若是 合 数 , 则 存在 a 和 2 使 得 n= 
ab,1 二 an,1<6b<n. 于 是 a 和 4 中 必 有 一 个 小 于 等 于 Vn. 因此 ,要 检查 n 是 否 为 素数 ,只 
需要 检查 n 是 否 有 一 个 小 于 等 于 Vn 的 大 于 1 的 因数 即 可 . 根据 此 结论 ,可 以 编写 一 个 程序 
以 检验 给 定 的 正 整 数 是 否 为 素数 . 

当 为 合 数 时 , 即 n==ab,1 二 a 二 n,1 二 6 二 n, 有 1 二 2 一 1 天 2" 一 1 且 2* 一 1==(2°)*: 一 1. 
容易 验证 zx” 一 六 = 二 (zx 一 y) (zx! 十 x”?y 十 十 y" 1), 进 而 2: 一 1|2* 一 1, 因 此 2* 一 1 是 合 
数 ， 当 n 为 素数 时 ,2: 一 1 二 3,23 一 1 二 7,25 一 1 二 31,2’ 一 1 二 127 都 是 素数 ,2 一 1 一 2047 一 
23X89 是 合 数 . 对 于 素数 p,2? 一 1 称 为 Mersenne 数 . 到 2016 年 为 止 ,美国 Curtis Copper 
教授 利用 GIMPS(Greatest Internet Prime Mersen Search) 分 布 式 计算 项 目 找到 了 第 49 个 
Mersenne 素数 是 27420728 一 1 ,这 个 数 有 22 338 618 位 。 读 者 也 可 以 加 入 到 Mersenne 素数 
寻找 的 行列 中 (www. mersenne. org/prime. htm) ,也 许 会 在 15 分 钟 内 成 为 名 人 . 

表示 集合 的 常用 方法 有 下 面 几 种 : 

(1) 列举 法 ”将 集合 中 的 元 素 按 一 定 规 律 列 举 出 来 ,元 素 之 间 用 逗号 隔 开 ,如 小 于 
10 的 偶 自 然 数 组 成 的 集合 为 {0,2,4,6,8) ,自然 数 集合 N={0, 1, 2, 3,…}),Z={"…, 一 3， 
一 2, 一 1, 0, 1, 2,，3,…}). 这 种 表示 方法 适用 于 元 素 个 数 有 限 或 元 素 出 现 的 规律 性 很 强 
(元 素 可 列 ) 的 集合 . 

注意 ”所 有 素数 组 成 的 集合 了 在 理论 上 可 用 列举 法 表示 ( 见 第 1.6.4 节 可 数 集合 )， 
但 由 于 素数 有 无 限 多 个 且 尚 未 找到 其 出 现 规律 ,用 列举 法 表示 在 实际 操作 时 存在 一 定 
困难 . 

(2) 描述 法 ”这 种 方法 用 得 最 多 , 它 只 需 把 集合 中 元 素 满 足 的 条 件 描述 出 来 即 可 ,一 般 
形式 是 {x|z 满足 的 条 件 }. 例如 ,小 于 10 的 偶 自 然 数 组 成 的 集合 可 表示 为 zlz 是 自然 数 且 
x 是 偶数 且 z 小 于 10}. 

鉴于 递归 (recursive) 法 在 本 书后 面 章节 的 讨论 中 要 用 到 ,如 合式 公式 (WFF) 的 定义 ， 
更 主要 的 是 这 种 定义 方法 在 研究 递归 函数 ,程序 设计 中 函数 的 递归 调用 以 及 算法 的 递归 实 
现 等 内 容 时 的 重要 作用 ,下面 简单 介绍 递归 法 ,又 称 为 归纳 (inductive) 法 中 

大 家 知道 ,许多 现象 的 变化 呈现 出 前 因 后 果 联 系 , 即 现象 的 变化 结果 与 其 前 面 的 一 个 或 
几 个 结果 密切 相关 . 常 说 的 “知道 他 的 过 去 ,就 知道 他 的 现在 ;知道 他 的 过 去 和 现在 ,就 知道 
他 的 将 来 ”, 体 现 的 正 是 递归 的 思想 . 

一 般 来 说 ,如 果 一 个 问题 可 以 归结 到 其 前 面 一 个 问题 或 前 面 一 些 问题 ,这 就 是 递归 问 
题 ,递归 (recurrence) 又 称 为 递 推 . 

可 以 用 递归 法 定义 集合 . 

二 


(3) 递归 法 首先 给 出 这 个 集合 的 初始 元 素 ; 然 后 给 出 由 集合 中 已 知 元 素 构造 其 他 元 
素 的 方法 ;最 后 强调 ,有 限 次 使 用 前 面 的 步骤 得 到 的 元 素 是 集合 中 仅 有 的 元 素 . 

【 例 1-1】 自然 数 集合 N 可 以 递归 定义 如 下 : 

首先 ,0EN; 
其 次 ,车 nEN, 则 的 后 继 n 十 1 EN; 

最 后 ,有 限 次 使 用 前 面 的 步 又 得 到 的 元 素 是 集合 N 中 仅 有 的 元 素 . 

集合 的 递归 定义 中 ,最 后 步 又 很 重要 , 它 强 调 除 有 限 次 使 用 前 面 的 步骤 得 到 的 元 素 是 集 
合 中 元 素 外 ,不 含有 别 的 元 素 . 不 过 ,请 大 家 注意 递归 或 递 推 和 和 迭代 的 区 别 及 联系 5 

在 计算 机 科学 中 ,还 可 以 用 别 的 方法 定义 集合 ,例如 定义 一 种 程序 设计 语言 的 语法 时 常 
采用 的 BNF 范式 法 等 (参见 编译 原理 课程 ). 

若 集合 A 是 有 限 集合 , 则 用 |A| 表 示 集 合 A 中 的 元 素 个 数 , 它 与 函数 项 级 数 收敛 点 的 
多 少 密切 相关 . 在 中 学 使 用 的 记号 是 card(A). 

需要 注意 的 是 ,集合 中 的 元 素 可 以 是 任意 对 象 ,如 元 素 本 身 又 可 以 是 集合 等 . 例如 A= 
{as{a,b},b,c) ,这 时 |A|==4, 即 A 中 有 4 个 元 素 , 分 别 是 a,{a,6b} ,b,c. 

思考 ”所 有 不 以 自身 为 元 素 的 集合 能 构成 集合 吗 ? 

这 是 一 个 著名 的 罗素 (B.A. M. Russell) 悖 论 . 该 集合 悖 论 的 出 现 引发 了 数学 的 第 三 
次 危机 . 所 谓 悖 论 , 就 是 逻辑 上 不 一 致 .假设 存在 这 样 的 集合 A 二 {XI1X&KX}) , 则 无 论 AEA 
或 A&A 都 是 矛盾 的 . 避免 这 种 悖 论 的 方法 是 指定 全 集中 ,这 就 是 强调 全 集 的 重要 性 . 而 信 
息 科 学 中 出 现 的 集合 不 会 有 悖 论 ,因此 本 书 不 讨论 公理 化 集合 论 . 

在 没有 特别 说 明 的 情况 下 ,集合 之 间 的 元 素 是 没有 次 序 的 ,前 面 的 集合 A 也 可 以 记 为 
A 三 {a,b,c,{a,0)) 等 .注意 ,程序 是 有 序 集合 . 同时 , 若 没有 特别 说 明 , 所 讨论 的 集合 不 是 多 
重 集 , 即 集合 中 的 元 素 原则 上 不 重复 ,所 以 集合 {a,{a,0} ,6,b,c) 就 是 集合 A. 

若 集合 A 中 有 两 个 a 元 素 , 五 个 4 元素, 无 限 多 个 c 元素 , 则 A 是 可 重 集 ,这 时 A 可 以 
表示 为 A 二 {2，a,5。4b,5o。c}). 可 重 集 在 讨论 组 合计 数 时 经 常用 到 . 

把 不 含有 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集 (empty set) , 记 为 @ 或 { ). 


1.1.2 子 集 


一 般 来 说 ,集合 的 子 集 比 其 本 身 要 "小 ?一些 . 

【定义 1-1】 给 定 两 个 集合 A 和 B, 若 A 中 的 任意 元 素 都 属于 B, 则 称 A 是 B 的 子 集 
(subset) ,或 称 A 包含 在 B, 或 称 B 包含 A. 记 为 ASCB, 如 
图 1-2 所 示 . i 

若 A 不 是 B 的 子 集 ,这 时 集合 A 中 至 少 有 一 个 元 素 不 国 
属于 B. 

显然 有 下 面 的 定理 . 

【定理 1-1】 对 于 任意 的 集合 A, 用 和 A. 

若 两 个 集合 A,B 有 完全 相同 的 元 素 , 则 称 这 两 个 集合 图 1-2 
相等 , 记 为 A=B. 

我 们 有 下 述 结论 . 


【定理 1-2】〗】 设 A,B,C 是 任意 集合 ,下 列 结论 成 立 . 

(1) ACA; 

(2) 若 ASB 且 BCA, 则 A=B; 

(3) 车 ASB 且 BSC, 则 AESC. 

我 们 知道 ,上 述 定理 中 结论 (2) 的 道 也 成 立 , 这 就 是 定理 1-3. 

【定理 1-3】 A=B 的 充 要 条 件 是 A CB 且 BCA. 

该 定理 是 证 明 两 个 集合 相等 的 基本 方法 . 

【定义 1-2】” 车 ASB 有 日 A 关 B, 则 称 A 是 B 的 真子 集 (proper subset), 记 为 ACB. 

需要 注意 “E ”与 “CC” 的 区 别 , 前 者 讨论 的 是 元 素 与 集合 的 关系 ,后 者 讨论 的 是 集合 与 
集合 的 关系 ,参见 下 面 的 例子 . 

【 例 1-2〗 设 A,B,C 是 任意 集合 , 若 ASB,BEC， i 

解 ” 不 成 立 .例如 ,A={a,b},B={a,b,c},C={a,{a,b,c 这 时 有 ACB,BEC, 而 
因为 6KFC, 所 以 结论 不 成 立 . 

注意 在 很 多 情况 下 ,可 以 直接 根据 已 知 条 件 得 出 结论 ,但 对 于 有 些 问题 的 讨论 , 举 反 
例 是 一 种 最 具 说 服 力 的 方法 . 


1.1.3 突 集 


【定义 1-3】 给 定 集合 X, 由 X 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 称 为 X 的 究 集 (power set), 记 
为 P(X), 即 


P(X)= {A|ACX} 

P(X) 也 可 以 记 为 2* ,这 种 记 法 与 下 面 的 定理 1-4 有 一 定 的 关系 . 

【 例 1-3】〗 设 X={a,{a,6)} ,计算 P(X). 

解 XX 的 子 集 有 : 空 集 名 ;由 一 个 元 素 构 成 的 子 集 {a},{{a, 5)} ;由 两 个 元 素 构 成 的 子 
集 {a,{a, 6}). 于 是 P(X)={B,{a},{{a, 6})},{a,{a, 6}}}. 

【定理 1-4】 若 |X|=n, 则 |P(X)|=2". 

证 名 是 X 的 一 个 子 集 ;由 X 中 一 个 元 素 构 成 的 子 集 有 Ci 个 ;由 X 中 两 个 元 素 构 成 
的 子 集 有 CC? 个 ;…; 由 XX 中 一 1 个 元 素 构 成 的 子 集 有 Cs ! 个 ;由 XX 中 ?个 元 素 构成 的 子 
集 有 Cs’ 个 .因此 ,由 加 法 原理 和 二 项 式 定理 知 X 的 子 集 合共 有 
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1.1.4 nn 元 组 


下 面 用 最 简洁 方式 介绍 n 元 组 . 

【定义 1-4】 论 域 U 中 选取 的 n 个 元 素 x1 ,xs，… ,x 按照 一 定 顺序 排列 ,就 得 到 一 个 
nn 元 有 序 组 ,简称 nn 元 组 (ordered n-tuple), 记 为 (zi ,zo ,Xi) 或 (XsT2 ，…yzn). 

在 不 强调 排列 的 元 素 个 数 时 ,可 以 简称 元 组 . 

线性 代数 中 的 n 维 向 量 是 元 组 ,有 个 元 素 的 字符 串 是 元 组 .nn 元 组 (zi ,x ，*… ,x ) 
中 ,zi; 称 为 第 i 分 量 或 第 i 位 置 元 素 (1 二 i<n), 它 本 身 又 可 以 是 集合 . 

平面 直角 坐标 系 中 任意 一 个 点 用 2 元 组 表示 ; 空间 直角 坐标 系 中 任意 一 个 点 用 3 元 组 

i 


一 


表示 . 

n 元 组 在 数据 结构 中 是 一 个 线性 表 、 栈 或 队列 ,在 数据 库 中 是 一 条 记录 ,如 ( 张 三 , 男 ， 
19, 重 庆 ). 

显然 ,两 个 元 组 (zz …,z) 和 (vvy,…,w) 相 同 的 充 要 条 件 是 其 对 应 的 分 量 或 
坐标 相同 , 即 Xi= Yi, li<n. 

一 般 来 说 ,(x,y) 关 (y,7z). 例 如 2 元 组 (2, 3) 和 (3, 2) 是 不 相同 的 ,这 一 点 可 以 在 平面 
直角 坐标 系 下 直观 地 看 出 . 同时 ,((a,b),c) 是 2 元 组 , 它 与 2 元 组 (a, (b,c)) 是 不 同 的 . 

通常 把 2 元 组 称 为 有 序 对 或 序 偶 (ordered pair). 


1.1.5 笛 卡 儿 积 


给 定 一 些 集合 ,可 以 按 下 列 方式 构造 出 “新 ”的 集合 . 
【定义 1-5】 设 A, ,A:，…,A, 是 集合 , 称 集合 {(ziyzz，…z)1zEA 一 1 2，…7) 
为 Ai,A:,…,A, 的 笛 卡 儿 积 (Cartesian product)、 直 积 (product set) 或 称 为 叉 积 (cross 
product), 记 为 Al X As X… XA,. 
解析 几何 之 父 笛 卡 儿 (R， Cartesian,1596 一 1650) 是 法 国 数学 家 ,我 思 故 我 在 "和 * 越 学 
习 越 发 现 自 己 无 知 ?是 他 的 名 言 . 
由 定义 可 知 , 笛 卡 儿 积 是 一 个 集合 ,该 集合 中 的 元 素 是 ”元 组 . 为 了 方便 ,将 
个 
AXAX…XA 记 为 A". 
【 例 1-4】 设 A={a,b},B 二 {1,2},C 二 {多 }, 试 分 别 计算 AXB,BXA,BXC 和 AXx 
BXC. 
解 AXB={(a,1),(a,2),(6,1),(6,2)},BXA={(1,a),(2,a),(1,6),(2,0)}, 
BXxC={(1,8), (2,2)}, 
AXBXC={( ls OY) ar 2 Bs bs ls Dlbs 2 BN 
根据 定义 有 AX 名 = 名 XA=2 ,一 般 来 说 AXB 了 BXA. 
利用 乘法 原理 ,容易 证 明 : 
【定理 1-5】 若 |A|=m,|1B|=n, 则 |AXB|=mn. 


习 题 1.1 


1. 用 列举 法 表示 下 列 集合 : 

(1) (zlzER,zz 一 5z 十 6 一 0); 

(2) {2z|zEN). 

2. 写 出 35 的 所 有 因数 集合 及 Dass. 

3. 比较 集合 名 ,{ 名 } 和 {{ 名 )} 的 不 同 之 处 . 
4. 判定 下 列 断言 是 否 成 立 , 说 明理 由 : 
(1) GS OY; 

(Co) TE 

(3) ZS ESE{L}; 


(4) 她 E (好 )}. 

5. 设 A 和 日 是 集合 , 试 举 出 使 AEB 且 ASB 同时 成 立 的 例子 . 

6. 对 于 任意 集合 A,B,C, 判 定 下 列 断 言 是 否 成 立 , 说 明理 由 : 

(1) 若 ASB 且 BEC, 则 ACE&C; 

(2) 若 ASB 且 BEC, 则 ASC; 

(3) 若 AEB 且 BEC, 则 AEC; 

(4) 若 AEB 且 BEC, 则 ASC. 

7. 分 别 计算 

(1) P(P(@)); 

Coy Pilas Batyas 

(3) P({{a,6,c})). 

8. 试用 乘法 原理 证 明定 理 1-4. 

9. 证 明定 理 1-5. 

10. 设 4=({a,b},B 王 (1,2,3}), 试 分 别 计算 : 
AXA,AXB,BXA,AXBXxA,(AXB)XA 

11. 对 于 任意 集合 A,B,C, 由 AXB=AXC 人 能 否 得 出 B=C, 为 什么 ? 车 A 关 名 呢 ? 

12. 设 |S|=n, 给 出 一 种 列 出 S 的 所 有 子 集 的 方法 . 


1.2 映射 的 有 关 概 念 


1.2.1 映射 的 定义 


映射 就 是 函数 . 函数 是 在 17 世纪 30 年 代 研究 曲线 运动 时 产生 的 一 个 概念 ,虽然 这 个 概 
念 在 1673 年 才 由 G. W. Leibniz(1646 一 1716) 开 始 使 用 ,而 函数 表达 式 f(z) 在 1734 年 才 
由 LL. Euler(1707 一 1783) 引 入 . 

当今 函数 研究 的 是 任意 两 个 集合 之 间 的 一 种 对 应 关系 , 它 将 其 中 一 个 集合 的 元 素 按 某 
种 规则 指定 为 另 一 个 集合 中 的 元 素 . 在 中 学 及 高 等 数学 中 讨论 的 函数 是 在 实数 范围 内 进 
行 的 . 

映射 也 是 现代 数学 中 的 基本 概念 ,要求 我 们 在 各 学 科 中 都 要 会 使 用 映射 的 观点 . 函数 在 
信息 科学 中 得 到 了 充分 的 应 用 ,编写 C 语言 程序 就 是 编写 函数 ,实际 上 计算 机 的 任何 输出 
都 可 以 看 作 是 某 些 输入 的 函数 .同时 ,借助 于 映射 思想 ,可 以 得 出 一 些 较 深入 的 结论 . 

与 集合 一 样 ,映射 贯穿 本 书 的 所 有 内 容 . 深刻 理解 映射 有 关内 容 , 对 于 其 他 内 容 的 学 习 
是 至 关 重要 的 . 当然 ,这 部 分 内 容 本 身 是 重点 ,也 是 难点 . 

【定义 1-6】 任意 给 定 两 个 集合 A 和 B, 若 存在 对 应 法 则 了 ,使 得 对 于 任意 zxEA, 均 存 
在 唯一 的 yEB 与 它 对 应 , 则 称 f 是 集合 A 到 B 
的 一 个 映射 (mapping) .或 称 其 为 A 到 B 的 一 个 
函数 (function) , 记 为 f:A 一 B( 如 图 1-3 所 示 ). 

在 实际 应 用 中 通常 将 A 到 A 的 映射 称 为 
A 上 的 变换 (transformation). 


sr 


有 些 映射 可 以 采用 解析 表达 式 表 示 , 如 f: R>R,y= 二 f(x)=z? 十 1. 
函数 人 Z-~N, 其 中 


六 二 丰富 测 0 
0， 工 为 偶数 
是 分 段 函 数 . 
假定 A 是 论 域 U 上 的 集合 ,可 以 定义 为 ya:U 一 [0,1], 其 中 
ls 灾 世 更 
AaA(Z) = ls 2 


这 里 ya 称 为 集合 A 的 特征 函数 . 

下 面 介绍 两 个 计算 机 科学 中 广泛 应 用 的 实数 集 R 到 整数 集 Z 的 函数 : [zx | 和 [x 上. 对 
于 任意 实数 zx, 用 [zx | 表示 大 于 等 于 x 的 最 小 整数 , 称 为 天 花 板 函 数 (ceiling function). 用 
Lx | 表示 小 于 等 于 x 的 最 大 整数 , 称 为 地 板 函数 (floor function). 通常 , 取 整 函数 [x] 是 地 板 
函数 . 例如 , 1.41=2,[ 一 1.4]= 一 1,01.4J=1,l 一 1.4J= 一 2. 显然 ,有 x+ 一 1<lz < 
xz<|z 攻 z 十 1. 最 接近 实数 z 的 整数 为 [x 一 0.51 或 Lx 十 0. 54, 除 非 z 位 于 两 个 相 邻 整数 的 
中 间 . 

在 算法 分 析 时 ,复杂 度 均 为 正 整 数 集合 Z 到 正 实数 集合 R* 的 函数 ,例如 利用 冒 泡 算 
法 对 个 实数 按 从 小 到 大 顺序 排序 的 执行 时 间 为 T(n) A 其 中 a 和 /为 
常数 co 

函数 符号 通常 用 一 个 英文 字母 F,g,],F.G, 瑟 ,… 或 希腊 字母 p,y,… 表 示 ( 可 以 带 下 
标 ) ,也 可 以 根据 具体 情况 选用 几 个 字母 表示 ,如 sin,cos,tan,exp,max,min，add，root， 
average，hanoi，delete_string,… 

假定 /:A 一 B,y=A(Cz), 通 常 把 过 称 为 自 变量 , 自 变 量 的 取 值 范围 称 为 定义 域 
(domain) , 记 为 domf. 将 y 称 为 因 变量 ,而 把 函数 值 所 在 范围 称 为 值 域 (range) , 记 为 ranf. 

这 里 讨论 的 映射 有 两 个 特点 : 

(1) 函数 f 的 定义 域 是 集合 A ,因而 这 里 定义 的 函数 是 全 函数 ,而 不 是 一 般 意 义 下 的 偏 
函数 , 即 dom FA; 

(2) 任意 xzEA, 对 应 于 B 中 唯一 的 元 素 f(x) ,f(zx) 称 为 xz 在 映射 f 下 的 函数 值 (但 不 
一 定 是 数 ) 或 称 为 zx 在 映射 下 的 像 ,通常 记 为 y=f(x). 

对 于 集合 A 和 B, 用 B4( 读 作 *B 上 A”) 表 示 A 到 B 的 所 有 映射 组 成 的 集合 , 即 

B*={f|/:A—>B} 
【〖【 例 1-5〗 若 A={xi,zz,x3),B=={y1,yz), 求 BA. 
解 A 到 B 的 映射 为 fi,i 二 1,2,…,8, 其 中 : 
fa)=%s Fit = m= m= f= R= ys 
Js) 一 az) 一 y， (zs) 一 yi fz)=n fz)=ys fxs3)=y,; 


JiCz) 一 mm， (zz) 一 y， (zs) 一 yi felxi)=ys, felxz)=y, (Crzs) 一 ye; 
JrCz) 一 y， fr(z2)=ys, fr(za)=y; faxT1)=ys, fel(zs)=ys, fs lx)=y,. 

【定理 1-6】 对 于 集合 A 和 B, 若 |A|=m,1B|==n; 则 |B*|=n”. 
证 设 f:A 习 B, 对 于 任意 的 zxEA, 显 然 f(x) 可 取 B 中 个 元 素 中 任意 一 个 ,而 
。7。 


1A|=m, 根 据 乘 法 原理 ,结论 成 立 . 

【定义 1-7】 设 /4 一 有 B, 令 XSEA, 用 FGX)=(FCz)lzEX) 表 示 X 在 映射 和 下 的 
像 (image). 令 YESB, 用 广 :(Y)={zlFCz)EY) 表 示 了 在 映射 上 下 的 原 像 (inverse 
image) . 

注意 这 里 的 广 !(Y) 是 一 个 整体 记号 . 

在 函数 的 定义 中 ,假定 A=A,XA:X…XA,, 则 任意 zxEA, 有 z 一 (zyza，…yzn)， 
中 zx:1EAhi,1 志 i<n. 这 时 ， 

fz) = f(xisx29°" Ta)) = fri TT )» 

称 f 为 Ai,As,…,A, 到 B 的 n 元 函数 (n-ary function). 

显然 ,在 7 元 函数 (xi ,zxs，… ,zx,) 中 ,参数 位 置 是 有 次 序 的 , 当 n 二 0 时 ,f 是 C 语 言 


个 
的 无 参 函 数 , 可 将 f 理解 为 B 中 的 一 个 元 素 . 如 果 f:AXAX.…xXA 一 B, 则 称 f 为 A 到 
B 的 nn 元 函数 . 


函数 可 以 递归 定义 ,参见 参考 文献 [5] 及 习题 1.2 的 xm 一 六 
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思考 ”函数 在 计算 机 中 是 如 何 实现 的 (参见 图 1-4)? 图 1-4 
1.2.2 映射 的 性 质 
1. 单 射 


【定义 1-8】 假设 f;:A 一 B, 如 果 对 任意 zx1,xsEA, 由 f(z1)==f(xz) 可 推出 z= 二 xs, 则 
称 f 是 A 到 B 的 单 射 (injection), 或 你 f 是 A 到 B 的 一 对 一 (one-to-one) 映 射 . 

等 价 地 ,对 任意 zi ,zs€EA, 若 zz 隆 zo, 可 得 出 f(x) 隆 /(xs), 则 称 f 是 A 到 B 的 单 射 ， 
如 图 1-5(a) 所 示 . 

【 例 1-6】 设 f:N>N,f(z)==2z, 则 了 是 N 到 NN 的 单 射 , 试 证 明之 . 

证 ”对 任意 zxi,xsEN, 由 f(x) 二 f(xs) 可 得 出 2x1 二 2xs ,进而 zi 一 zz， 

2. 满 射 

【定义 1-9】 假设 f:A 一 B, 如 果 对 任意 y€E B, 均 存在 +€E A, 使 得 y= 二 f(x), 则 称 了 是 
A 到 B 的 满 射 (surjection) ,或 称 /是 A 到 B 的 映 上 (onto) 的 映射 . 

显然 ,f 是 A 到 B 的 满 射 的 充 要 条 件 是 f 的 值 域 为 B, 即 ranf 二 B, 如 图 1-5(b) 
所 示 . 


【 例 1-7】 设 f:Z>N,f(z)==|z|, 则 了 是 Z 到 NN 的 满 射 , 试 证 明之 . 
证 任意 vyEN, 取 x 二 yEZV, 显 然 有 y==f(zx). 


ee 


3. 双 射 
【定义 1-10】 假设 f:A 一 B, 若 了 既是 单 射 又 是 满 射 , 则 称 f 是 A 到 B 的 双 射 (bijection)， 
或 称 f 是 A 到 B 的 一 一 对 应 (one-to-one correspondence). 
【 例 1-8】 试 建立 一 个 ZZ 到 NN 的 一 一 对 应 . 
解 令 f:Z>N， 
pa a Zz 宇 0 
引 乔 | 一 节 有 0 
很 容易 验证 ,f 是 一 个 Z 到 NN 的 一 一 对 应 . 
事实 上 ,Z 到 N 的 一 一 对 应 不 是 唯一 的 . 记 住 : 一 一 对 应 思想 就 是 配对 思想 . 
【 例 1-9】 试 建立 一 个 (0,1) 到 R 的 一 一 对 应 . 
解 令 f:(0,D>R,f(z)=tan (x—1/2)x. 
【定义 1-11】 若 A 是 有 限 集合 .通常 把 A 到 A 的 双 射 称 为 A 上 的 置换 (permutation). 
【 例 1-10】 写 出 A={1,2,3} 上 的 所 有 置换 . 
解 A= 人 1,2,3} 上 的 所 有 置换 有 6 个 ,分 别 是 : 
Pi)=1, pi(2)=2, p1(3)=3; pi(l)=2, ps(2)=1, pi(3)=3; 
pa(1)=3, pa(2)=2, ps(3)=1; pi(l)=1, pi(2)=3, pi(3)=2; 
ps(1)=2, ps(2)=3, ps(3)=1; pe(l)=3, pe(2)=1, pe(3)=2. 
上 面 的 6 个 置换 常用 另外 两 种 方式 书写 ,请 自己 总 结 书写 方法 . 


1 2 3 1 2 3 1 2 3 
一 利克 宽 = 2 )， m= s]: b=- 2 小 
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第 二 种 方式 = 二 (1)(2)(3)， 加 一 (12)(3)， ps 二 (13)(2)， 
B= tt 
利用 置换 可 以 对 信息 加 密 , 例如 给 定 26 个 英文 字母 的 一 个 置换 : 
ed ep Md 


fiyhladanagkxpsarvy bogwtmrciwyuse 
可 将 i love you 写成 x abcd zbr, 其 中 i love you 是 明文 (plaintext), x abcd zbr 是 密 文 
(ciphertext), p 是 密 钥 (key). 


1.2.3 逆 映 射 


设 f:A 一 B 如 图 1-6(a) 所 示 , 将 了 的 方向 逆转 后 如 图 1-6(b) 所 示 的 广 :, 易 见 广 ! 不 是 
B 到 A 的 映射 . 

【定义 1-12】 设 f:A 一 B, 如 果 将 对 应 关系 f 的 方向 逆转 后 ,可 得 到 一 个 集合 B 到 集合 
A 的 映射 , 则 该 映射 称 为 f 的 逆 上 映射 或 逆 函 数 ( 常 称 为 反 函 数 ,invertible function), 记 
2 

假定 f:A 一 B, 将 对 应 关系 f 的 方向 首 转 后 能 得 到 B 到 A 的 映射 ,第 一 ,f 必须 是 单 射 ; 
第 二 ,f 必须 是 满 射 .于 是 有 下 述 定 理 . 

【定理 1-7】 设 f:A 一 B, 则 了 的 逆 映 射 存在 的 充 要 条 件 是 了 是 双 射 . 


hn 


(a) (b) 
图 1-6 


回忆 一 下 ,在 以 前 学 习 反 函数 时 为 何 有 一 些 限制 条 件 ,如 正 改 函数 y= 二 sin zx, 为 了 讨论 
其 反 函 数 ,通常 限制 xz€E [一 x/2,x/2] ,就 是 为 了 保证 sin: [一 x/2,x/2] 一 [一 1,1] 是 一 个 双 
射 ( 一 一 对 应 ). 

显然 , 双 射 f:A 习 B 的 逆 映 射 f7!:B 一 A 也 是 双 射 上 且 ( 广 2) 一 一 太 

【 例 1-11】 判定 所 给 出 的 映射 是 否 有 逆 映 射 , 若 有 ,请 求 出 其 逆 映 射 . 

(1) f:R>R, f(r)=x’; 

(2) g:R>R,g(r)=x’. 

解 (1) 因为 f(2) 二 f( 一 2) 二 4, f 不 是 单 射 ,所 以 了 不 存在 逆 映 射 . 

(2) 显然 , g 是 双 射 ,其 逆 映 射 为 g-!:R 一 R,g-1(y)= 二 Yy (如 g( 一 3)== 一 27, 于 是 有 
5:( 一 27) 一 一 3). 


1.2.4 复合 映射 


显然 ,我 们 有 

【定理 1-8】 设 /:A 一 B,g:B>C, 对 于 任意 z€EA, 令 h(xz) 二 g(f(z)), 则 hh 是 集合 A 到 集 
合 C 的 映射 . 

于 是 有 定义 

【定义 1-13】〗 设 f:A 一 B,g:B>C, 对 任意 zEA.h(z) 二 g(f(z)), 则 称 h 为 1 和 g 的 
复合 映射 或 复合 函数 (composition of f and g) , 记 为 f°*g. 

映射 /和 g 的 复合 映射 /*g 可 以 按 图 1-7 方式 理解 . 


fg 


Sa 


由 复合 函数 的 定义 知 ， 
CF sg)(Cz) 一 gsCFCz)) 


二 


注意 到 三 和 g 的 复合 是 记 为 F*g ,要求 从 左 至 右 进行 . 它 与 传统 的 两 个 函数 复合 的 记号 

在 次 序 上 不 尽 一 致 ,显得 也 不 太 自 然 , 若 将 函数 f 对 x 的 作用 的 方式 写成 zy 形式 , 则 
xfs = (rx) 

就 比较 自然 了 . 

之 所 以 这 样 处 理 , 是 考虑 到 今后 要 定义 的 两 个 对 象 参 加 运算 都 是 从 左 至 右 进 行 的 (当然 
包括 以 前 学 过 的 运算 ). 

〖 例 1-12〗 设 A={a,b,c},B={1,2,3},C={a,B,7,6}, 令 f:A 一 B,g:BC, f(a)=2, 
f(0)==3,f(c)==3,g(1)==B,g(2) 二 a,g(3) 二 6. 试 计算 复合 映射 f°g. 

解 复合 映射 feg:A>C, (fg)(a)=g(f(a))=g(2)=a, (f°g)(b)=g(f(0))= 
g(3)=6,(f°g)(c)=g(f(c))=g(3)=6. 

注意 复合 映射 又 称 为 复合 函数 .要 保证 复合 映射 f*g 有 意义 ,必须 

f(A)C dom(g) 

【 例 1-13】 设 R 到 R 有 两 个 映射 /和 g, 定义 如 下 : f(z) 二 x* ,g(x) 二 x 十 2, 试 分 别 
计算 复合 映射 fg 和 g。/. 

解 ” 对 任意 xzER, 分 别 有 

Cf 
(go fz) = f(g(z)) = f(r+2) = (z 十 2) 

对 于 例 1-13 来 说 ,计算 两 个 函数 的 复合 可 以 采用 高 等 数学 中 的 方法 ,要 求 计算 
g(f(z)) 以 及 f(g(x)) 更 明确 些 . 

注意 ”一般 说 来 ,即使 复合 映射 fg 和 g。f 均 有 意义 ,也 不 能 保证 fog 二 g°*f 成 立 . 

设 A 是 集合 , 令 f:A 习 A,f(zx)= 二 zx, 称 f 为 集合 A 上 的 恒 等 映射 (identity function on 
六 六 记 为 [i 

显然 有 下 述 结论 : 

【定理 1-9】 若 f:A 一 B 是 双 射 , 则 有 广 广 :一 有 广 :一 有 .特别 地 , 若 f:A 一 A 是 
双 射 , 则 f= 了 "f= 

下 面 的 定理 讨论 了 映射 的 性 质 与 复合 映射 之 间 的 关系 . 

【定理 1-10】 设 :4 一 B,g:B-~C. 

(1) 若 上 和 8 是 单 射 , 则 f°g 是 单 射 ; 

(2) 若 f 和 g 是 满 射 , 则 f°。g 是 满 射 ; 

(3) 车 ff 和 gg 是 双 射 , 则 f。g 是 双 射 上 且 (Fg) 一 一 5 1°f7 1. 

证 (1) 对 任意 zs,zzEA, 假 定 (fF*g)(z) 一 (fg)(zs), 即 g(CFCz)) 一 gECFCzs)). 已 
知 g 是 单 射 ,于 是 有 f(xi)= 二 f(xs). 由 于 了 是 单 射 ,所 以 x 二 x2. 进而 f°g 是 单 射 . 

(2) 和 (3) 作 为 练习 . 

【定理 1-11】 设 f:A 一 B, g:BC， 

(1) 若 fg 是 单 射 , 则 f 是 单 射 ,但 g 不 一 定 ; 

(2) 若 f°g 是 满 射 , 则 g 是 满 射 ,而 f 不 一 定 . 

证 (1) 作为 练习 . 

(2) 对 于 任意 xEC, 由 于 f*g 是 满 射 , 必 存 在 zxEA, 使 得 (Fg)(z) 一 gCFCz)) 一 z. 令 
y=(z)EBE, 有 g(y) 一 =, 因 此 ,s 是 满 射 . 
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没 A 一 {tasbnejb B= {11235C=— {opls 人 fA BerBsC, Fa) 2P(0) = 
fl()=3,g(1)=B,g(2)=a,g(3)==pB. 这 时 , (f°。g) (a)=g(f (a))=a, 
(f°g)(b)==g(f(5))==B, 显 然 有 ran(f°g) 二 {a,B},f°*g 是 满 射 .而 ran f= 二 {2, 3},f 不 是 
满 射 . 

下 面 的 定理 会 经 常 使 用 . 

【定理 1-12〗】 设 f:A>B,g:B>C.h:C>D, 则 (f°g)°h=f°(g°h). 

证 对 任意 zxEA, 由 于 ((f°g)°h)(x)==h[(f*g)(z)J]=h[g(f(z))J, 而 (f°(g°h)) (x)= 
(g°h) (f(r)) =hLg (f(z))j, 由 此 可 见 , ((f°g)°oh)(z)= (f° (goh))(zx). 所 以 
(f°g)°h=f°(g°h). 

注意 由 定理 1-12 可 知 ,多 个 函数 求 复合 时 可 以 不 加 括号 , 即 feog°h 二 (f°。g) 一 
f°(g°h). 


习 题 1.2 


1. 分 别 计算 [1.514,[ 一 14,[ 一 1.51L1.5.,[ 一 1J,L 一 1.51 

2. 下 列 映射 中 ,哪些 是 双 射 ? 说 明理 由 . 

(1) f:2>2, f(x)=37; 

(2) f:Z>N, f(x)=|zx|+1; 

(3) f:R—ER,f(z)=zx’ 二 1; 

(4) FF:NXN-~N,FCziyzs) 一 zl 十 zz 十 1; 

(5) f:N>NXN,f(z)=(z,z+1). 

3. 对 于 有 限 集合 A 和 了 ,假定 f:A 一 B 且 1A|==1B1, 证 明 : f 是 单 射 的 充 要 条 件 是 
了 是 满 射 . 对 于 无 限 集合 ,上 述 结论 成 立 吗 ? 举例 说 明 . 

4. 设 f:A 一 B, 试 证 明 : 

CD = 

(2) Ia° f=f. 
特别 地 , 若 f:A 一 A, 则 fen==I4*f=/. 

5. 试 举 出 一 个 例子 说 明 fj 一 大 成立, 其 中 f:A 一 A 且 f 关 I4. 若 了 的 逆 映 射 存在 , 满 
足 条 件 的 三 还 存在 吗 ? 

6. 设 /1:A~~B,g:B~~C. 若 上 和 8& 是 满 射 , 则 f。g 是 满 射 , 试 证 明 . 

7. 设 f:A 习 B,g:B>C. 试 证 明 : 车 f°g 是 单 射 , 则 了 是 单 射 . 试 举例 说 明 , 这 时 g 不 一 
定 是 单 射 . 

8. 设 f:A 习 B, 若 存在 5:B 一 A, 使 得 fg= 有 且 g。f 王 1s, 试 证 明 : f 是 双 射 且 

sg 

9. 设 f:A 一 B,g:B 一 C. 若 f 和 g 是 双 射 , 则 feg 是 双 射 且 (f*g) '=g 1*f 1. 

10. 设 G 是 集合 A 到 A 的 所 有 双 射 组 成 的 集合 ,证 明 : 

(1) 任意 f,gEG, 有 f*g€G; 

(2) 对 于 任意 f,g,hEG, 有 (f°g)h=f°(goh); 

(3) IEG 且 对 于 任意 fEG; 有 hf 一 f°*L= 了 ff; 
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(4) 对 于 任意 fEG. 有 广 :EG 且 三 广 :一 广 !。 一 入. 

11. 车 A 二 {a, pc),B={(1,， 2}, 问 A 到 B 的 满 射 \ 单 射 \ 双 射 各 有 和 多少 个 ? 试 推广 你 
的 结论 . 

12. 设 A, B, C, 了 是 任意 集合 , f 是 A 到 B 的 双 射 ,g 是 C 到 DD 的 双 射 , 令 
h:AXCBXD, 对 任意 (a,c)EAXC,h(a,c)= 二 (f(a),g(c)). 证 明 ; hh 是 双 射 . 

13. 设 f:A 习 B,g:B 习 C,h:C>A. 证 明 : 若 f*g°h=Ia,g°h°f==Is,h*f*g 二 Ic, 则 了， 
区 可 好 , 求 出 广 久 8g 下 

14. 已 知 阿 克 曼 (Ackermann) 函 数 A:NXN->N 的 定义 为 : 

(1) A(0,m) 一 2 十 1,7 之 0; 

(2) A(m,0)=A(mO—1,1),m>0; 

(3) A(m,n)=A(m—1,A(m,n—1)),m>0,n>0. 
分 别 计算 A(2,3) 和 A(3,2). 


1.3 运算 的 定义 及 性 质 


运算 是 由 已 知 对 象 得 出 新 对 象 的 一 种 方法 . 其 实 ,已 经 接触 过 很 多 运算 ,如 数 之 间 的 加 
法 运算 、 多 项 式 之 间 的 乘法 运算 、 和 矩阵 的 逆 运 算 、 向 量 的 线性 运算 等 . 在 讨论 离散 数据 结构 时 
也 会 经 常 遇 到 各 种 各 样 的 运算 ,如 在 1.4 节 即 将 研究 的 集合 间 的 运算 . 

虽然 运算 本 质 上 是 映射 ,但 研究 的 侧重 点 不 同 ,在 运算 中 更 注重 于 运算 满足 的 一 些 运算 
性 质 ,而 根据 这 些 性 质 可 以 对 一 些 离散 对 象 分 门 别 类 进行 讨论 ,参见 代数 结构 章节 ， 

运算 器 是 计算 机 的 四 大 零 部 件 之 一 。 本 节 将 对 运算 的 一 般 定义 及 其 性 质 进行 抽象 讨论 . 


1.3.1 运算 的 定义 


【定义 1-14】 设 A, ,4A, ,…,A, 和 B 是 集合 , 若 
f:A XA: xX-…xA,—B 


则 称 上 为 A,,A,,…',A, 到 B 的 nn 元 运算 (operation). 
a 个 


在 不 需要 强调 集合 A, ,As,,…,A, 和 B 时 ,可 简称 f 为 运算 . 若 f:AXAX.…XxA 一 B， 
则 称 f 为 A 到 B 的 nn 元 运算 ,或 称 为 A 上 的 元 运算 . 

若 对 于 任意 zz ,zo,…… ,XEA, 有 f(xyzo**,X,) 二 yEA, 则 称 f 为 A 上 的 n 元 封闭 
运算 (closed operation) ,或 称 为 A 上 的 n 元 代数 运算 . 

设 f 为 Ai,As，,…,A, 到 B 的 nn 元 运算 ,在 y= 二 f(zi,zz，…,z,) 中 ,zi ,xs，… ,x 是 参 
加 运算 的 个 有 顺序 的 对 象 , 正 因为 这 样 f 称 为 n 元 运算 ,y 是 运算 结果 ,由 定义 知道 ,运算 
结果 一 定 是 唯一 的 . 

【 例 1-14】 设 f:Z>N,f(zx)= 二 1x|, 这 时 ,了 f 是 整数 集合 Z 上 的 取 绝 对 值 运 算 ,f 是 
1 元 运算 . 

下 面 介 绍 数论 中 的 一 些 非常 重要 的 运算 . 

对 于 任意 整数 xm 和 nn, 当 mm 关 0 时 , 必 存 在 唯一 整数 g 和 ,使 得 n= 二 gm 十 r(0 三 7r 二 
lm|) ,这 就 是 带 余 除法 ,其 中 g 称 为 商 (quotient),r 称 为 余数 (remainder) ,可 由 长 除法 求 
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得 . 注意 余数 0 三 +r 二 |m|, 而 在 C 语言 中 n%m 得 到 一 个 与 2 符号 一 致 的 余数 ,0 委 
|r|=<m. 

利用 带 余 除 法 ,可 以 将 十 进 制 数 与 其 他 进 制 的 数 进行 转换 . 例如 十 进 制 数 247 转换 成 
八进制 可 以 这 样 做 :247 二 30X8 十 7,30 二 3X8 十 6, 于 是 

247 二 30X8 十 7 二 (3X8 十 6)X8 十 7 二 3X8: 十 6X8 十 7， 
因此 ,247==(367)s. 

【 例 1-15]( 模 运算 ) 对 于 固定 的 正 整 数 闵 , 设 f:Z>N,f(x) 二 x(mod m),x(mod m) 
是 整数 xz 除 以 mm 的 余数 . 根据 带 余 除 法 知 ,x(mod m) 是 使 + 二 gm 十 7r, 0 三 r 二 m 成 立 的 整 
数 r. 这 里 ,f 是 Z 上 的 模 m 运算 ,是 1 元 运算 . 

容易 证 明 :对 于 正 整 数 m 和 任意 整数 x+ 和 ,有 

(zy (modm) = (xr(mod m)+ y(mod m))(mod m), 
(rT*y)(modm) = (xr(mod m)* y(mod m))(mod m). 

模 运算 的 两 个 最 简单 的 应 用 . 

将 26 个 英文 字母 a, 5, c，… ,xz 分 别 对 应 于 整数 0, 1，2,…，25 ,为 了 保密 ,可 以 将 每 
一 个 字母 往 后 推移 3 位 , 若 接收 到 的 密 文 为 1 oryh brx, 则 明文 为 i love you. 这 时 的 加 密 变 
换 为 c= 二 (p 十 3) (mod 26) ,解密 变换 为 jp=(c 一 3) (mod 26), 其 中 pp 是 明文 对 应 的 整数 ， 
c 是 密 文 对 应 的 整数 ,3 是 密 钥 . 这 种 密码 称 为 凯 撤 (J. Caesar) 密 码 , 早 在 公元 前 罗马 皇帝 
凯撒 就 使 用 该 方法 传递 作战 命令 . 

将 大 量 记录 存放 在 mn 个 不 同 的 链表 ,可 以 将 每 个 记录 的 识别 码 n 进行 模 m 运算 ,运算 
结果 为 该 记录 所 在 的 链表 , 即 h(n) 二 n(mod m). 通常 将 hh 称 为 散 列 函数 或 哈 希 函数 (Hash 
function). 

【 例 1-16】 设 f;:QXQ>R,f(riszs) 二 x 十 Vrs, 这 时 ,是 Q 上 的 加 法 运算 ,f 是 
2 元 运算 . 又 设 F:RXRXR 一 R,FCziyzyzs) 一 好 十 zazs， 这 时 , 是 R 上 的 3 元 封闭 

【 例 1-17】 对 于 给 定 的 正 整 数 ,整数 集合 ZZ 上 模 mm 加 法 运算 “十 , ”和 模 mm 乘法 运算 
“。%” 分 别 定义 如 下 :对 于 任意 整数 工 和 y,z 十 ,yy 三 (tz 十 y) (mod m),z ny 三 (xy) 
(mod m). 例 如 光 =5,3 十 (一 5) 二 (一 2)(mod 3) 一 1,3。3:( 一 5) 一 (一 15)(mod 3) 一 0. 

实际 上 , 模 m 加 法 运算 “十 , ”和 模 m 乘法 运算 *。。 "是 2, 二 0, 1, 2,… , m 一 1) 上 的 
封闭 运算 ,见习 题 1.3 第 12 题 . 

【 例 1-18】 整数 集合 Z 上 两 个 二 元 运算 gcd 和 lcm. 

(1) 对 于 任意 整数 训 ,n, 若 dim 且 d|n. 则 称 4 为 mx 和 nn 的 公 因 数 (common divisor). 
例如 ,由 于 一 214 且 一 2| 一 6, 所 以 一 2 是 4 和 一 6 的 公 因 数 . 容易 知道 ,4 和 一 6 的 所 有 公 因 
数 为 一 1, 一 2, 1 和 2, 其 最 大 公 因 数 为 2. 用 gcd(m.n) 表 示 m 和 nn 的 最 大 公 因 数 (greatest 
common divisor)( 必 为 正 整数 ) ,但 gcd 不 是 整数 集合 ZZ 上 的 二 元 运算 ,因为 任何 整数 都 是 
0 的 因数 ,于 是 gcd(0, 0) 不 存在 . 车 集合 A 二 {1,2,3,4,5,6) ,这 时 gcd 是 A 上 的 封闭 2 元 
运算 . 

(2) 对 于 任意 整数 m,n, 若 mld 且 n1d, 则 称 4 为 mx 和 的 公信 数 (common multiple). 
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例如 ,由 于 4| 一 12 且 一 6| 一 12, 所 以 一 12 是 4 和 一 6 的 公 倍数 . 4 和 一 6 的 公 倍 数 很 多 ,如 
一 12, 一 24,12,24,36 等 ,其 最 小 非 负 公 倍 数 为 12. 用 lem(m,n) 表 示 m 和 nn 的 最 小 非 负 公 
倍数 ,简称 最 小 公 倍 数 (least common mnultiple) , 则 lcm 是 整数 集合 Z 上 的 封闭 的 二 元 运 
算 . 显然 ,对 于 任意 整数 n 宇 0, 有 lcm(0, 2 一 0, 特 别 地 ,lcm(0, 0) 王 0. 若 集 合 A=={1,2， 
3,4,5,6) ,这 时 lem 不 是 A 上 的 封闭 2 元 运算 ,因为 lem(4, 一 6) 二 12&A. 

运算 符号 gcd 和 lem 也 可 分 别 记 为 [,] 和 (,), 即 gcd(m;n)= 二 [msnj, lem (m,n) 二 
(m,n). 由 于 gcdlm, nn) 二 gcd(|jm|l, |n|) 且 1cem(m, n) 二 lem(|m| ,|n|), 因 此 在 很 多 的 时 
候 ,我 们 讨论 的 是 两 个 正 整 数 的 最 大 公 因 数 和 最 小 公 倍数 . 

在 理论 上 容易 证 明 , 对 于 大 于 1 的 正 整 数 n 都 可 以 分 解 成 一 些 素数 乘积 

n= prp2pr, 
其 中 pi ,ps,… ,pi 是 不 同 的 素数 ,ri ,ro,…, 吉 是 正 整 数 ,并 且 在 不 计 素 数 顺 序 (或 按 从 小 到 
大 顺序 ) 的 情况 下 ,该 分 解 方 式 是 唯一 的 . 

例如 6 二 2X3,12=2?: X3,21560 二 23X5X7?X11,1024 二 2* ,但 实际 上 对 于 较 大 的 n， 
要 得 出 n 的 素 因 数 分 解 ,甚至 找到 的 一 个 素 因 数 都 是 相当 困难 的 . 到 现在 为 止 ,还 未 找到 
当 二 142022 时 费 马 数 忆 , 一 2 十 1 的 一 个 素 因数 . 

车 mm 二 ph p2 "pk EV ,nn 二 pi pz rp EV*r (pi,ps，… ,pi 是 不 同 的 素数 ,ri ,ro，…， 
ra si ss2 se sh 是 非 负 整数 ) , 则 

gcd(msn) = ph mm pa ar) oo pp mm 9 
lemCmsn) = ph ms pa ta) oo pi a) 

下 面 介 绍 求 两 个 正 整数 mx 和 nn 的 最 大 公 因 数 gcd(m, n) 的 轧 转 相 除 法 ,又 称 为 欧 几 里 
得 (Euclid) 算 法 , 那 是 在 公元 前 300 年 欧 几 里 得 在 其 (几何 原本 》 中 给 出 的 ,这 可 以 算是 离散 
数学 最 早 的 研究 成 果 . 

多 次 使 用 带 余 除法 ,有 m= gin 十 ni,0 过 ni 过 n,n==qorni 十 rs ,0 过 rs 之 ri so,ris 二 
Girii 十 90 过 如 过 i97i1 二 qiris 由 于 过 7 过 ni 二 n, 这 种 是 存在 的 ,于 是 
gcdlm, n)=gcd(n, ni)=gcd(n, rz)="*=gcd(ni ni)=n. 进而 天 一 ms 一 gil， 
元 二 n 一 qzanisni 二 m 一 qin， 于 是 存在 整数 x 和 > 使 得 

gcd(msn) = mz + ny. 

【 例 1-19】 利用 欧 几 里 得 算法 计算 gcd(119,， 35) ,并 求 出 整数 zx 和 y 使 得 gcd(119， 
35) 一 119z 十 35y。 

解 因为 119==3X35 十 14, 35 二 2X14 十 7, 14= 二 2X7, 所 以 gcd(119, 35) 一 7. 由 于 
7 二 35 一 2X14,14= 二 119 一 3X35; 于 是 7=35 一 2X(119 一 3X35)==119X( 一 2) 十 35X7. 

若 gcd(m, n) 二 1, 则 称 mm 和 nn 互 素 (coprime). 根据 前 面 的 讨论 ,gcd(m, n) 二 1 当 且 仅 
当 存 在 整数 x 和 y 使 得 mxz 十 zy 一 1. 

对 于 正 整数 ,用 g(n) 表 示 小 于 等 于 n 且 与 n 互 素 的 正 整 数 个 数 , 称 g(n) 为 欧 拉 函 数 
(Euler function). 例如 pg(1)==1,9(2)==1,9(3) 二 2,p(4) 二 2,9(5) 二 4,9(6) 二 2. 当 p 为 素 
数 时 ,pg(p) 二 p 一 1. 

设 nn 是 大 于 1 的 正 整 数 n, 其 素数 分 解 为 x 二 pr p22…p2 ,其 中 pi ,ps，… ,pi 是 不 同 的 素 
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数 , 六 ?7 2 ,… ,7 是 正 整数 ,利用 容 斥 原理 ( 见 下 节 ) 可 以 证 明 


?=n 一) 去- 去} 

运算 符号 的 选取 ”从 运算 的 定义 知道 ,运算 本 质 上 就 是 函数 ,只 是 在 不 同 场合 有 不 同 称 
呼 ,所 以 ,函数 符号 是 运算 符号 ;对 于 常见 的 运算 ,如 数 的 加 法 运算 ,减法 运算 等 ,如 果 未 加 特 
i a nn 
人 和, 相 要 把 运 委 的 将 
义 定 义 清楚 实际 上 ， 在 C 语 言 出 现 了 很 多 的 运算 符号 . 

运算 符号 的 位 置 ”运算 符 号 ,可 以 照 函 数 符号 一 样 , 放 在 最 前 面 ;也 可 以 放 在 最 后 ;也 可 
Ser ee yd We tee tv pp red 
pie te dh 言 中 唯一 的 3 元 运算 “条 件 运 算 ” 符 为 *? :”, 其 书写 形式 
po et 3 个 对 象 分 别 写 在 第 一 、 第 二 及 第 三 位 置 . 数字 逻辑 中 的 
ee 个 4 元 运算 ,有 其 独特 的 运算 符号 AB 十 CD. 

运算 表 ”如 果 集 合 A= {x ,zo,… sz) , 则 A 上 的 1 元 或 2 元 运算 可 以 用 一 个 表格 表示 
出 来 . 如 A 上 的 2 元 运算 * 可 以 表示 为 表 1-1. 

例如 ,对 于 集合 A={a,b,c)},A 上 的 * 运 算 可 以 如 表 1-2 定义 . 


表 1-1 表 1-2 
关 a b 6 
a b a C 
b b 5 € 
5 a b 


1.3.2 运算 的 性 质 


之 所 以 讨论 运算 的 性 质 ,是 为 了 便于 根据 运算 的 性 质 对 离散 数学 结构 进行 分 类 ,特别 是 
在 讨论 代数 结构 的 时 候 . 正 因 为 这 样 , 下 面 假定 涉及 的 运算 是 根据 问题 需要 定义 出 来 的 代数 
运算 , 这 也 是 为 讨论 运算 的 结合 性 以 及 分 配 性 提供 方便 . 
1. 对 合 (involutive) 性 
【定义 1-15】 设 * 是 A 上 的 1 元 代数 运算 , 若 对 于 任意 的 xEA, 均 有 
x(¥*xZXx)=x (ly 
则 称 * 具有 对 合 性 ,或 称 * 满足 对 合 律 . 
【 例 1-20】 实数 集 上 的 取 相 反 数 运算 “一 "具有 对 合 性 ,而 其 上 的 绝对 值 运 算 | | 不 具有 
对 合 性 . 矩阵 的 逆 运算 及 转 置 运算 具有 对 合 性 , 因为 (4-:) 一 = 一 4 且 (47)7 一 4. 
2. 宕 等 (idempotent) 性 
【定义 1-16】 设 * 是 A 上 的 2 元 代数 运算 , 若 对 于 zEA 有 
开关 元 一 工 (2) 


则 称 z 为 关于 * 运算 的 究 等 元 (idempotent element) ; 若 对 于 任意 的 zxEA,z 均 为 宕 等 元 ， 


全 短语 


则 称 * 具有 震 等 性 ,或 称 * 满足 究 等 律 . 表 1-3 
【 例 1-21〗 设 A={1,2,3),A 上 的 * 运 算 见 | 1 | [3 
表 1-3. 从 运算 表 容 易 知 道 ,1 和 3 是 关于 * 运算 的 寡 等 是 2 
元 ,但 因为 2 不 是 宕 等 元 ,因此 * 运 算 不 具有 过 等 性 . 
【 例 1-22】 正 整 数 集合 N+ 上 的 gcd 及 lcm 运算 均 
具有 寡 等 性 ,因为 对 于 任意 正 整 数 z, 均 有 gcdCzz) 王 rz， 一 一 
lcm(z,z) 一 Z. 但 对 于 实数 集合 R 上 的 乘法 运算 来 说 ,只 有 0 和 1 是 寡 等 元 ,从 而 了 上 的 乘 
法 运算 不 具有 老 等 性 . 
3. 交换 (commutative) 性 
【定义 1-17】 设 * 是 A 上 的 2 元 代数 运算 , 若 对 于 任意 的 zx,yEA, 均 有 
工交 yy 一 yx (3) 
则 称 * 具有 交换 性 ,或 称 * 满足 交换 律 . 
【 例 1-23】 整数 集合 Z 上 的 加 法 运算 “十 ?满足 交换 律 , 而 Z 上 的 减法 运算 “一 ”不 满足 
解 显然 ,十 具有 交换 性 . 取 2,3EZ, 因 为 3 一 2 和 关 2 一 3, 所 以 ,一 不 具有 交换 性 . 
【 例 1-24】〗 设 * 是 有 理 数 集合 Q 上 的 2 元 运算 ,定义 如 下 : 任意 xi ,xs EQ,zxi * zx, 二 
:GE. 证 明 * 不 具有 交换 性 . 
证 取 xz 一 2,y 一 3, 这 时 ,zxy 一 2 一 8, 而 yx*x 一 3 一 9, 从 而 * 不 具有 交换 性 ， 
由 1.2 节 知 ,一 般 地 说 fo。g 关 g°。f, 所 以 映射 的 复合 运算 不 满足 交换 律 . 
4. 结合 (associative) 性 
【定义 1-18】〗 设 * 是 A 上 的 2 元 代数 运算 , 若 对 于 任意 的 zx,y,<EA, 均 有 
( 工 关 y) 关 之 一 工 X(y 关 之 ) (4) 
则 称 * 具有 结合 性 ,或 称 * 满足 结合 
【 例 1-25】 试验 证 : 整数 集合 Z 上 的 加 法 运算 十 满足 结合 律 ,而 Z 上 的 减法 运算 一 不 
满足 结合 律 . 
解 显然 ,十 具有 结合 性 . 取 2,3,5EZ, 因 为 (2 一 3) 一 5 关 2 一 (3 一 5), 所 以 ,一 不 具有 
结合 性 . 
【 例 1-26】 根据 表 1-4 的 运算 表 , 分 别 判定 集合 A 二 {1,2,3,4,5) 上 定义 的 * 运 算是 否 
满足 交换 律 .结合 和 
表 1-4 解 ”因为 2*4 王 3 天 1 一 4x*2, 由 此 可 见 ， 
”~ | 11。1 | 4 | ss x 不 具有 交换 性 .又 由 于 (2*x3)x*4=4 关 2 二 
2x (3x*4), 所 以 , * 不 具有 结合 性 . 
从 运算 表 判 定 运算 是 否 满足 交换 律 , 只 需 
检查 运算 表 是 否 关 于 主 对 角 线 对 称 . 而 从 运算 
3 | 3 | 1 | ?| ! | 2 表 判 定 运算 是 否 满足 结合 律 就 困难 一 些 . 


1 1 2 3 4 5 


2 2 4 1 3 4 


E 了 - 注意 ” 若 运 算 满足 结合 律 , 则 多 个 元 素 参 
5 5 4 1 3 5 加 运算 可 不 加 括号 . 


| 


5. 么 元 律 
【定义 1-19】 设 * 是 A 上 的 2 元 代数 运算 , 若 存在 ecEA, 对 于 任意 的 zxEA, 下 列 条 件 
均 成 立 : 
exz= x(left identity element) (5) 
Xxe= zx(right identity element) (6) 
则 称 。 为 集合 A 关于 * 运算 的 么 元 素 或 单位 元 素 或 称 * 运算 满足 么 元 律 . 
【 例 1-27】 试验 证 : 整数 集合 Z 关 于 加 法 运算 十 的 单位 元 素 为 0, 而 Z 关 于 乘法 运算 
“。” 的 单位 元 素 为 1,Z 关于 减法 运算 一 没有 单位 元 素 . 
解 ” 对 任意 xXE2V,0 十 z+ 二 x 二 x 十 0 及 1，x= 二 x+ 二 +，1 成 立 , 所 以 ,Z 关于 加 法 运算 十 
的 单位 元 素 为 0, 而 Z 关 于 乘法 运算 。 的 单位 元 素 为 1. 因为 x 一 e 二 x 二 e 一 x 对 任意 x 都 成 
立 的 元 素 e。 在 Z 中 不 存在 ,因此 Z 关 于 减法 运算 没有 单位 元 素 . 
集合 A 关于 * 运 算 的 单位 元 素 可 记 为 1, 为 避免 与 数 1 混淆 ,将 单位 元 素 记 为 e. 
【定理 1-13】 若 A 关 于 x 运算 的 有 单位 元 素 , 则 单位 元 素 是 唯一 的 . 
证 设 el 和 es 是 A 关于 * 运 算 的 单位 元 素 , 则 有 el 二 el * es 二 es. 


6. 零 元 律 
【定义 1-20】” 设 * 是 A 上 的 2 元 代数 运算 , 若 存在 90€ A, 对 于 任意 的 xEA, 下 列 条 件 
均 成 立 : 
Oxx = 0(left zero element) 7 
Xx*0= 0(right zero element) (8) 


则 称 0 为 集合 A 关于 * 运算 的 零 元 素 或 称 * 运算 满足 零 元 律 . 

【 例 1-28】 试验 证 : 整数 集合 Z 关 于 加 法 运算 十 和 减法 运算 一 均 没 有 零 元 素 , 而 Z 关 
于 乘法 运算 .的 零 元 素 为 0. 

解 〈 作 为 练习 ). 

集合 A 关于 * 运算 的 零 元 素 可 记 为 0, 为 避免 与 数 0 混淆 ,将 零 元 素 记 为 0. 

【定理 1-14】 若 A 关于 * 运算 的 有 零 元 素 , 则 零 元 素 是 唯一 的 . 

证 ( 略 ). 

7. 逆 元 性 

若 A 关 于 * 运 算 有 单位 元 素 , 则 可 以 讨论 A 中 取 定 的 元 素 x 是 否 有 逆 元 . 

【定义 1-21〗 设 * 是 A 上 的 2 元 代数 运算 且 有 单位 元 素 e, 若 对 于 zxEA, 存 在 >yEA， 
使 得 下 列 条 件 均 成 立 : 


yx 工 一 e(left invertible element) (9) 
Zxy 一 e(right invertible element) C10) 
则 称 > 为 zx 的 逆 元 素 或 称 x 关于 运算 * 具有 逆 元 性 . 
显然 ,一 个 方 阵 关于 乘法 运算 的 道 元 就 是 其 逆 和 矩阵 ,因为 单位 元 素 是 单位 矩阵 . 对 于 函 
数 来 说 ,一 个 映射 关于 函数 的 复合 运算 "的 逆 元 就 是 其 逆 映 射 , 当 然 只 有 双 射 才 有 逆 元 ,其 单 
位 元 素 是 恒 等 映 射 . 
【 例 1-29】 分 别 考察 : 实数 集合 R 中 各 元 素 关 于 加 法 运算 十 和 乘法 运算 。 的 逆 元 素 . 
解 (1) R 关于 加 法 运算 十 的 单位 元 素 是 0. 对 于 任意 zxER, 取 > 工 , 因 为 z+ 
(一 x) 二 0 二 (一 z+) 十 zx, 于 是 R 中 任意 元 素 x 均 存 在 逆 元 一 x. 


(2) R 关于 乘法 运算 。 的 单位 元 素 是 1. 对 于 任意 zxER, 若 zx 天 0, 取 y 王 1/z, 因 为 zx。 
1/z 王 1 王 1/z。z, 于 是 非 零 元 素 工 均 存 在 逆 元 1/x; 若 x 二 0, 显然 不 存在 任何 yER, 满 足 
条 件 0. y 二 1, 从 而 0 关于 乘法 无 逆 元 素 . 

【 例 1-30〗】 设 A={a,b,c) 关 于 x* 运算 的 运算 表 表 1-5 


如 表 1-5 所 示 . ee 
由 表 1-5 可 知 ,a 是 A=={a,6b,c}) 关 于 * 运算 的 单 本 

位 元 素 . 因为 6x5=a 且 65*c==c #5 二 a, 所 以 5,c 都 

是 4 的 逆 元 . ”| ”| | 
对 于 4 二 {0, 1,，2, 3, 4, 5} 中 的 模 6 乘法 运算 | ek 


“。6” 来 说 ,由 于 1 是 该 运算 的 单位 元 素 , 容 易 验 证 关 

于 “ .se” 运 算 1 和 5 有 逆 元 ,分 别 为 1 和 5, 而 2, 3 和 4 不 存在 逆 元 , 对 于 模 6 加 法 运算 
“十 。” 来 说 ,由 于 0 是 该 运算 的 单位 元 素 ,容易 验证 2 一 {0, 1, 2, 3, 4, 5} 中 的 每 个 元 素 关 
于 “十 ”运算 均 有 逆 元 ,分 别 为 0，5，4，3，2，1. 

由 上 面 的 例子 可 知 ,一 个 元 素 的 道 元 不 一 定 存在 ,即使 存在 也 不 一 定 唯一 .但 有 下 面 的 
结论 . 

【定理 1-15】 设 A 关 于 * 运算 的 单位 元 素 为 e 且 * 运算 满足 结合 律 , 若 xEA 在 A 中 
有 左 逆 元 y 及 右 逆 元 =, 则 > 一 >. 进而 ,对 于 一 个 满足 结合 律 的 运算 来 说 , 若 一 个 元 素 有 逆 元 
则 其 道 元 是 唯一 的 . 

证 由 已 知 条 件 有 ,yx*zx=e 且 xz*z=e. 于 是 ， 

yy 一 yxe 一 y 关 (并 类 Z) 一 (yy 关 工 ) # 之 一 ex 之 一 之 

若 元 素 zxEA 有 了 唯一 逆 元 , 则 将 其 记 为 zx:!. 

8. 消去 (cancellation) 性 

【定义 1-22】 设 * 是 A 上 的 2 元 代数 运算 , 若 A 关于 * 运 算 有 零 元 则 记 为 0, 如 果 对 于 
任意 的 x,y,zEA, 只 要 x 关 0 ,那么 下 列 条 件 均 成 立 : 

由 过 xy 一 zxzx 可 推出 

y= z(left cancellation property) CT 
由 yx 一 zx 可 推出 
y= z(right cancellation property) (12) 
则 称 * 具有 消去 性 ,或 称 * 满足 消去 律 . 

【 例 1-31】 试验 证 : 整数 集合 Z 上 的 加 法 运算 十 和 乘法 运算 ， 均 满足 消去 律 . 

证 注意 ,十 和 。 满足 交换 性 ,只 需 验证 (1) 即 可 . 对 于 任意 Xx,y,x€E2Z, 若 xz 十 y= 
ZX 十 z; 有 y= 二 x 成立, 所 以 ,十 具有 消去 性 . 同样 ,因为 Z 关于 乘法 运算 的 零 元 为 0, 而 对 于 任 
意 取 zx,y,zxEZ, 若 x 了 关 0, 则 由 x，y 二 x，zz 显然 可 推出 y= 二 x, 因此 ,， 具 有 消去 性 . 

【 例 1-32】 试 说 明 对 于 实数 集 R 上 的 所 有 2 阶 方 阵 组 成 的 集合 M2 (R) ,其 上 的 矩阵 乘 
法 运算 不 满足 消去 律 . 


解 因为 4 关于 矩阵 乘法 运算 的 堆 元 是 | ME "= js 路 
0 0 0 0 0 0 0 0 


( -|。 dj 二 中 可 jz 人 -所 以 GRD 上 的 乘法 运算 不 消 足 消去 和 
1 0 0 0 直入 1 0 1 


证 太 


9. 分 配 (distributive) 性 
【定义 1-23〗 设 * 和 "是 集合 A 上 的 两 个 2 元 代数 运算 , 若 对 于 任意 x,y,zEA, 有 
Tx(y°z)= (rx*xy)° (rx*z)(left distributive property) C13) 
(y。z) x 工 一 (yxZ)。(zxZ)(right distributive property) (14) 
则 称 * 运算 对 "运算 可 分 配 . 
【 例 1-33】 实数 集合 R 上 的 乘法 运算 。 对 加 法 运算 十 可 分 配 , 但 加 法 运算 十 对 乘法 运 
算 ， 不 可 分 配 . 
解 ” 对 于 任意 的 x,y,zER, 有 xz。*(y 十 z) 二 (zx*y) 二 (x*，z) 且 (y 十 z)。x= 二 (y。Xx) 十 
(z，x) ,于 是 乘法 运算 。 对 加 法 运算 十 可 分 配 .因为 2 十 (3。5) 天 (2 十 3)。(2 十 5) ,因此 ,加 
法 运算 十 对 乘法 运算 。 不 可 分 配 . 
注意 当 #* 运 算 满足 交换 性 时 , 式 (13) 和 式 (14) 之 一 成 立即 可 . 
【 例 1-34】 设 RLz] 表 示 实 数 集 R 上 的 所 有 关于 z 的 一 元 多 项 式 组 成 的 集合 ,试验 证 : 
多 项 式 的 乘法 运算 对 多 项 式 的 加 法 运算 可 分 配 . 
解 〈 作 为 练习 ). 
【 例 1-35】 设 M,CR) 表 示 实 数 集 R 上 的 所 及 阶 方 阵 组 成 的 集合 ,试验 证 :矩阵 的 乘 
法 运算 对 和 矩阵 的 加 法 运算 可 分 配 . 
解 〈 作 为 练习 ). 
10. 吸收 Cabsorptive) 性 
【定义 1-24】 设 * ,是 集合 A 上 的 两 个 2 元 代数 运算 , 若 对 于 任意 zx,yEA, 有 


Zx (rey) 一 ZCleft absorptive property) C15Y 
(T°y)x*zx= x(right absorptive property) (16) 
则 称 * 运算 对 * 运 算 可 吸收 . 


如 果 * 和 是 集合 A 上 的 两 个 可 交换 的 2 元 代数 运算 , 则 * 运算 对 "运算 可 吸收 只 需 
满足 式 (15) 或 式 (16) 即 可 ,但 吸收 性 本 身 不 需要 * 和 "可 交换 . 
【 例 1-36】 实数 集合 R 上 的 乘法 运算 。 对 加 法 运算 十 不 可 吸收 ,因为 不 满足 对 于 任 
意 z,yER, 有 xz。(z 十 y) 一 工 . 
11. 德 . 摩根 (De Morgan，1806 一 1871) 律 
【定义 1-25】 设 。 是 集合 A 上 的 1 元 代数 运算 ,x* 和 * 是 A 上 的 两 个 2 元 代数 运算 , 若 
对 于 任意 zx,yEA, 均 有 下 面 两 个 等 式 成 立 
。(zxy) 一 (。z)。(。y) (A 
mm y= mr yy (18) 
则 称 这 三 种 运算 满足 De Morgan 律 . 
【 例 1-37】 非 负 实数 集合 上 的 开 算术 平方 根 运算 ,与 其 上 的 加 法 运算 、 乘 法 运算 不 满 
足 De Morgan 律 ,因为 对 于 某 些 zx,yER， 有 wVz。y 天 wz 十 Vy. 
人 们 已 经 知道 了 运算 可 能 具有 的 常见 性 质 , 在 特定 的 数学 结构 中 ,还 会 出 现 一 些 别 的 运 
算 人 性 质 ,如 定理 2-3 中 的 结论 ,在 此 不 一 一 列举 了 . 
上 面 介绍 了 运算 的 定义 及 性 质 . 在 实际 应 用 中 ,可 能 会 有 几 种 运算 同时 出 现 的 情况 ,这 
时 请 注意 括号 的 添加 ,当然 为 了 方便 起 见 可 以 约定 运算 的 顺序 ,参见 有 关 的 C 程序 设计 语 
言 教材 呈 . 
。 20 。 


习 题 1.3 


1. 分 别 判定 取 绝对 值 运算 | 、 加 法 运算 十 、 减 法 运算 一 、 取 大 运算 max、 取 小 运算 min 
是 否 为 自然 数 集合 N 上 的 代数 运算 . 


2. 证 明 : 集合 A=={3"|nEN} 关 于 数 的 加 法 运算 不 封闭 . 

3. 设 A={a,b,c), 求 出 A 上 的 2 元 代数 运算 的 个 数 . 

4. 将 十 进 制 数 365 转换 成 八进制 . 

5. 分 别 计算 16(mod 3) ,一 16(Cmod 3) ,0(mod 3). 

6. 利用 素 因 数 分 解 计 算 gcd(36，48) 和 lcm(36，48). 

7. 使 用 欧 几 里 得 算法 ,计算 gcd(14, 158) 并 求 出 整数 x 和 y 使 得 gcd(14, 158)= 
14z 十 158y。 

8. 设 A={1,2,3}, 试 根据 所 给 定 的 运算 表 1-6 和 表 1-7 分 别 讨论 其 寡 等 性 .交换 性 以 
及 是 否 有 单位 元 素 , 若 有 ,请 指出 A 中 各 元 素 的 逆 元 素 . 

表 1-6 表 1-7 

* 1 2 a 关 有 2 号 

1 2 3 | 1 2 3 

2 2 2 多 2 2 2 2 

3 3 3 2 3 3 1 3 


9. 整数 集合 ZZ 上 的 取 大 运算 max 和 取 小 运算 min 相互 可 吸收 . 试 证 明之 . 

10. 设 RLz] 表 示 实 数 集 R 上 的 所 有 关于 x 的 一 元 多 项 式 组 成 的 集合 ,试验 证 ， 

(1) 多 项 式 的 加 法 运算 和 多 项 式 的 乘法 运算 均 满 足 结合 和 

(2) 多 项 式 的 乘法 运算 对 多 项 式 的 加 法 运算 可 分 配 . 

11. 设 M, (R) 表 示 实 数 集 R 上 的 所 及 阶 方 阵 组 成 的 集合 . 

(1) 试验 证 :矩阵 的 乘法 运算 对 和 矩阵 的 加 法 运算 可 分 配 . 

(2) M,(R) 关 于 矩阵 乘法 的 单位 元 素 是 什么 ? M,(CR) 中 哪些 元 素 关 于 乘法 运算 有 逆 元 ? 

12. 令 和 2 二 {10,1,2,…,m 一 1) ,Zn 上 的 两 个 2 元 运算 分 别 是 模 m 的 加 法 运算 “十 。” 和 
模 m 的 乘法 运算 “。,,”, 定 义 如 下 : 任意 rz,yEZ,z 二 wy 一 (zz 十 y)mod mx my 二 (XxXy) 


mod m. 


(1) 写 出 2 关于 十 和 。…。6 的 运算 表 . 

(2) 证 明 : 。, 运 算 对 十 ,运算 可 分 配 . 

13. 试验 证 : Z 关于 加 法 运算 十 和 减法 运算 一 均 没 有 零 元 素 , 而 乙 关 于 乘法 运算 “。” 
的 零 元 素 为 0. 

14. 试 举例 说 明 ,映射 的 复合 运算 ”不 具有 消去 性 . 

15. 令 G 表示 集合 S=={1,2,3} 上 所 有 置换 组 成 的 集合 . 

(1) 列 出 G 关 于 复合 映射 “。” 的 运算 表 . 

(2) 指出 G 关 于 复合 映射 “。” 的 单位 元 素 及 G 中 每 个 元 素 的 逆 元 . 


wm 


1.4 集合 的 运算 
最 常见 的 集合 运算 是 并 运算 . 交 运 算 和 补 运算 . 
1.4.1 并 运算 


【定义 1-26】 设 A 和 B 是 集合 , 则 A 和 B 的 并 集 (union)A UB 定义 如 下 : 
AUB=(zlIzEA 或 xzEB) 
ss SS 集合 A UB 就 是 将 集合 A 与 B 中 元 素 全 部 取出 来 构成 的 集 
RR AS 合 , 也 可 以 说 为 A 十 B, 在 文 氏 图 中 的 表示 是 图 1-8 中 的 阴影 部 分 . 
显然 ,集合 的 并 运算 是 P(U) 上 的 2 元 封闭 运算 , 即 U :P(U)X 
P(U) 一 P(U) ,在 不 强调 运算 所 依赖 的 集合 PCU) 时 ,就 说 成 是 集 
图 1-8 合 的 并 运算 ,这 是 大 家 所 默认 的 . 

【定理 1-16】 设 A 和 B 是 集合 , 则 A UB 是 包含 集合 A 和 集合 B 的 最 小 集合 . 

证 显然 ,AUB>A 且 AUBSB. 令 C 是 任意 一 个 包含 A 和 B 的 集合 , 即 CA,CSB， 
这 时 有 C 二 A UB, 也 就 是 说 A UB 比 C“ 小 ”. 

显然 ,有 下 列 结论 : 

【定理 1-17】 设 A,B,C 是 集合 , 则 

(1) AUA=A( 窜 等 律 ); 

(2) AUB=BUA( 交 换 律 ); 

(3) (AUB) UC=AU(CBUC)( 结 合 律 ) ; 

(4) AUG =gUA=A( 空 集 刀 是 并 运算 U 的 单位 元 ); 

(5) AUU=UUA=U (全 集 U 是 并 运算 U 的 零 元 素 ). 

两 个 集合 的 并 运算 可 以 推广 到 更 多 个 集合 的 并 运算 . 设 A;(1<i<n) 是 集合 , 则 


UA = Ai U A;: 时 … 一 {x | 六 二 Ai ,或 开 € 4 或 工 € A 
i=1 


还 可 以 推广 到 更 一 般 的 情形 【JA;, 其 中 了 是 指标 集 ,如 (JA 
iET i=1 


【 例 1-38〗 设 f:A 一 B, 对 于 任意 XA,YCSA, 证 明 :f(X UY)=f(X) UfCY). 

证 因为 XSEXUY, 显 然 有 F(CX)SEFCXUY) ,同样 道理 , f(Y)SEFCXUY) ,进而 有 
ACXY UFO CCXUYD. 下 面 证 明 ;:FCX UYYC fCXD Wf. 

对 于 任意 5€ fA(X UY), 必 存在 a€EXUY, 使 得 6 二 f(a). 这 时 ,a EX 或 4aEY. 若 a€ 
XX, 则 5=f(a)€Ef(X); 若 a€EY, 则 5==f(a)€f(Y). 因此 ,bE f(X) Uf(Y). 于 是 ， 
EUEENEIUAY: 

由 1.1 节 定理 1-3 知 ,f(X UY)=f(X) UfCOY). 


1.4.2 交 运 算 


【定义 1-27】 设 A 和 B 是 集合 , 则 A 和 B 的 交集 (intersection)A 门 B 定义 如 下 : 
AmB={(zlzEA 且 zeEB) 
下 入 5 


集合 A 门 B 就 是 将 集合 A 与 B 中 所 有 公共 元 素 取出 来 构成 的 集合 ,也 可 以 记 为 A， 了 
或 AB ,在 文 氏 图 中 的 表示 是 图 1-9 中 的 阴影 部 分 . 


【 例 1-39】 设 集合 五 一 ((1,4} ,12,3}) ,zs 一 {{1), {2,3,4)}， ， 
计算 集合 x 二 {XI|X 非 空 ,有 X=AN 站 mB,AEn ,BEx,}. CC 

解 z={{1},{4),{2,3)}). 

可 以 证 明 : 

【定理 1-18】 设 A 和 B 是 集合 , 则 A 门 B 是 包含 在 集合 A 和 图 1-9 


集合 B 中 的 最 大 集合 . 

证 显然 ,AmBSA 且 AmBSB. 令 C 是 任意 一 个 包含 在 A 和 B 的 集合 , 即 CSA， 
CEB, 这 时 有 CSEAPmB, 也 就 是 说 AmB 比 C“ 大 ”. 

显然 ,有 下 列 结果 : 

【定理 1-19】 设 A,B,C 是 集合 . 则 

(1) A 站 A=A( 客 等 律 ). 

(2) A 站 B=BN 站 A( 交 换 律 ). 

(3) (4A 由 B) 站 C=ANn(B 败 C) (结合 律 ). 

(4) ANU=UNA=A( 全 集 U 是 交 运 算 站 的 单位 元 素 ). 

(5) AN8= 由 A= ( 空 集 名 是 交 运 算 门 的 零 元素 ). 

两 个 集合 的 交 运 算 可 以 推广 到 更 多 个 集合 的 交 运 算 . 设 A; (1 三 in) 是 集合 , 则 


n 


门 4=4Anan…nas={fzlze4, 且 zEeA… 且 zEA) 


i=1 


还 可 以 推广 到 更 一 般 的 情形 门 A;. 其 中 了 是 指标 集 . 


【 例 1-40】 设 f:A 一 B, 对 于 任意 XSA,YSA, 判 定 (XY)==f(X) 门 f(Y) 是 否 成 
立 , 说 明理 由 . 
解 (作为 练习 ). 
下 面 的 定理 讨论 的 是 并 运算 与 交 运 算 之 间 所 满足 的 性 质 . 
【定理 1-20】 设 A,B.,C 是 集合 , 则 
a 站 (A UB)=A( 败 对 UU 可 吸收 ) 
AU(UNMB)=A(U 对 门 可 吸收 ) 
a En 
AUCGBmnc)=(AUB) nmCAUC)CU 对 站 可 分 配 ) 
【 例 1-41】 对 于 集合 4A,B ,证明 下 列 3 个 命题 等 价 : 
(1) AEB; 
(2) ANMNB=A; 
(3) AUB=B. 
证 由 (1) 推 (2) :显然 有 A 站 BSA. 对 于 任意 zEA, 由 已 知 条 件 ASB, 有 >zE 刀 ,进而 
xz€EANMB, 于 是 ACANB. 因 此 ,A 站 B=A. 
由 (2) 推 (1) :因为 Am 站 BESEB, 而 已 知 AmB=A, 所 以 ASB. 
类 似 地 可 以 证 明 (1) 与 (3) 等 价 . 


vw 


1.4.3 补 运算 


【定义 1-28】 设 U 是 全 集 , 对 于 集合 A, 定 义 A 的 补 集 (complement)A 如 下 : 
A={r|lzE€EU, 但 zg A} 

由 补 运算 的 定义 可 知 ,一 个 集合 的 补 集 依赖 于 全 集 的 选取 

【 例 1-42】 设 集合 A 二 {a,65,c) ,分 别 取 全 集 U={a,b,c,d} 和 U={a,b,c,{a,b}， 
{60,c},{{c)})}, 求 A. 

解 车 U={a;b,;c,d}, 则 A={4d}); 车 U={a,byc, {fab}, {b,c},{{c))}; 则 A= 
{lasb} {bsc}. ({c}}}. 

求 A 的 补 集 符号 A 是 由 罗素 等 人 大 约 在 1900 年 引入 的 ,集合 


A 在 文 氏 图 中 的 表示 如 图 1-10 中 的 阴影 部 分 . Ww 

显然 , 补 运算 具有 对 合 性 :A 二 A. 下 面 的 定理 是 重要 的 , 它 是 经 
典 集合 特有 的 一 条 性 质 , 称 为 排 中 律 . 

【定理 1-21】 设 A 是 集合 , 则 A 的 补 集 A 满足 : 

(1) AUA=U; 图 1-10 

(2) ANA=8%. 

结合 图 1-10 很 容易 理解 上 述 定理 , 它 说 明 对 于 全 集中 的 任意 元 素 x,x 久 A 当 且 仅 当 
XEA, 即 zxEA 或 TEA 必 居 其 一 ,只 能 具有 *“ 非 此 即 彼 ” 二 元 性 ,不 具有 “ 亦 此 亦 彼 ” 中 间 过 

集合 的 补 运算 和 集合 的 并 交 运 算 满 足 De Morgan 律 . 

【定理 1-22】 设 A,B 是 集合 , 则 : 

(1) AUB=ANB; 

(2) ANB=A UB. 

证 (作为 练习 ). 

有 些 与 整数 有关 的 结论 的 证 明 可 以 使 用 数学 归纳 法 ,其 有 效 性 是 显然 的 . 

第 一 数学 归纳 法 (first mathematical induction) 设 ww 是 整数 了 ,给 定 一 个 关于 整数 nn 三 
mo 的 命题 P(n) , 若 

(1) 归纳 基础 PCz ) 成 立 . 

(2) 归纳 步骤 对 任意 的 n>no ,由 Pln 一 1) 成 立 可 以 得 出 P(n) 成 立 . 

则 对 于 任意 "人 xz% 均 有 P(z) 成 立 . 

第 二 数学 归纳 法 (second mathematical induction) 设 ww 是 整数 ,给 定 一 个 关于 整数 "全 
mo 的 命题 P(n) , 若 

(1) 归纳 基础 PCz ) 成 立 . 

(2) 归纳 步骤 对 任意 的 zz, 由 Pa)、POns 十 1)、 、P(Cz 一 1) 成 立 可 以 得 出 P(z) 成 
立 , 则 对 于 任意 "人 xm 均 有 P(z) 成 立 . 

推广 的 De Morgan 律 设 A; .A,,…,A, 是 集合 , 则 

(1) A1UAz:U-:…UA,=AiNA;N-…NA.,. 


@ 很 多 时 候 mo 王 1. 
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(2) AiNAfN-…NA,=A UA:U…UA,. 
证 (1) 对 使 用 数学 归纳 法 . 当 ?一 2 时 ,结论 显然 成 立 . 假设 2 一 1 时 结论 成 立 ， 


由 于 
AiUA:U…UA,.=(AUA:U…UA,_D)UA， 

一 (AUA:U…UA, mA， 
=(AiNAN…NA)NA, 
=A1NA:N-…NA,. 

(2)( 留 作 练 习 ) 

集合 的 U , 门 ， 运 算 的 重要 性 质 列举 如 下 : 

(1) A=A( 对 合 律 ); 

(2) AUA=A,A 门 A=A ( 寡 等 律 )， 

(3) AUB=BUA,AnmB=BnA( 交 换 律 ); 

(DAAUB UC=AUBUOs MNBNC=ANBNO 结合 律 泊 

(5) AU(ANMB)=A,ANn(AUB)=A( 吸 收 律 ); 

(6) AU(BNMNO=(AUB)NGAUO,ANGBUOCO=(ANB) UANO (RR 和 EE); 

(7) AUA=U,A 门 A= 如 (有 补 律 : A 有 补 元 A); 

(8) AUB=AN 站 mB,A 门 B=AUB( 德 . 摩根 律 ); 

(9) AUG=gUA=4A, ANU=UNA=A(U, 败 有 单位 元 ); 

(10) AUU=UUA=U, ANG=N 站 A=L(U, 首 有 零 元 ). 

上 面 列举 的 性 质 (7) 可 以 称 为 有 补 律 . 

下 面 再 介绍 集合 的 差 运算 和 对 称 差 ( 环 和 ) 运 算 . 

1.4.4 差 运算 


【定义 1-29】 集合 A,B 的 差 集 (subtraction) 定 义 如 下 : 
A—B={x|lx€EA Hzx¢B} 

集合 A 一 B 就 是 从 集合 A 中 去 掉 属于 B 的 元 素 ,在 文 氏 图 中 的 表示 是 图 1-11 中 的 左 
边 阴影 ,而 右边 阴影 部 分 是 B 一 A. 

【 例 1-43】〗 设 A={a,b,c)},B={6,c,d,e,f}), 分 别 计算 7 
A 一 B 和 B 一 A. AG 

解 A 一 B={a},B 一 A={d,e,f}. WGN 

显然 ,A 一 B 取 B 一 A, 即 集合 的 差 运 算 不 满足 交换 律 . 对 满足 什 
么 条 件 的 集合 A,B,A 一 B= 二 B 一 A 成 立 , 请 大 家 思考 . 图 1-11 

【 例 1-44】 计算 R 一 Q, 其 中 R 是 实数 集合 .Q 是 有 理 数 集合 . 

解 R 一 Q={zlz 是 无 理 数 }. 

显然 ,A 二 U 一 A. 鉴于 补 运算 本 身 的 特殊 性 ,我 们 才 单 独 讨论 补 运算 . 下面 的 定理 是 有 
关 差 运算 的 重要 结论 . 

【定理 1-23】 对 于 集合 4A,.B, 有 A 一 B=A 站 B. 

证 (1) 先 证 明 A 一 BSCANMB: 任 意 z€A 一 B, 根 据 差 运算 的 定义 知 zEA 且 xB, 这 


re 


时 xzEA4A 且 zEB, 于 是 zxEAmB, 因 此 有 A 一 BSA EB. 
(2) 再 证 明 ANMnBCA 一 B: 任 意 zEANMB, 这 时 xzEA 且 xEB, 于 是 xEA 且 x4B, 根 
据 差 运算 的 定义 知 zxEA 一 下 ,所 以 有 AmESA 一 B. 
由 (1) 和 (2) 知 ,A 一 B 一 AD 站 了 . 
利用 上 述 定理 ,可 以 方便 地 证 明 一 些 与 差 运 算 有 关 的 题目 . 
【 例 1-45】 对 于 任意 集合 A,B,C, 证 明 :(A 一 B) 一 C=A 一 (BUC). 
证 (A 一 B) 一 C=(ANMmB) 一 C=(ANMB)NMNC=AN(BNMO) 
=ANBUC=A—(BUC). 
【 例 1-46】 设 A,B 是 集合 ,证 明 :ASB 当 且 仅 当 A 一 B=2. 
证 (作为 练习 ). 
【 例 1-47】 对 于 任意 集合 A,B,C, 找 出 使 下 列 等 式 
(A—B)U(A—O=% 


成 立 的 最 简单 的 充 要 条 件 . 
解 因为 (A 一 B) U(A 一 Cy)=(ANB)U(WUNC)= AN(BUC)=ANBNMC=A— 
(B 门 0) ,由 已 知 条 件 有 A 一 (8 站 C)=2. A 一 (8 门 C)= 名 的 充 要 条 件 是 ASBNC. 


1.4.5 对 称 差 运算 


【定义 1-30】 集合 A,B 的 对 称 差 (symmetric difference) 定 义 如 下 : 
A@BB=(A—B) U(B—A) 

集合 的 对 称 差 运 算 又 可 称 为 环 和 (cycle sum) 运 算 , 它 是 针对 运算 符号 而 言 的 . 

集合 A 巾 B 在 文 氏 图 中 的 表示 是 图 1-12 中 的 两 个 对 称 的 差 


A 一 B 与 B 一 A 的 并 . v 

Ny NN 

从 文 氏 图 容易 看 出 SN 
em RR 

【 例 1-48】〗 设 A={a,b,c {bscsd,e,f} ,计算 A 名 B. 


},B 一 
解 因为 A 一 B={a},B 一 A={d,e,f},; 所 以 A 狼 B= 图 1-12 


(der 
集合 的 对 称 差 运算 具有 以 下 性 质 . 


【定理 1-24】 对 于 集合 A,B, 有 : 
(1) ADBB=BOA; 
(2) ADBZ=A; 
(3) ADA= 2; 
(4) (ADBB) PBC=ADB(BOO). 
证 ( 略 ). 
【 例 1-49】 对 于 任意 集合 A,B,C, 若 A 甸 B==A 旬 C, 则 B==C, 试 证 明之 . 
证 轴 汶 的 BADC, 记 凡 ACDCAEDB) 二 WD COC) 首 计 各 冯 二 全 的 福成 @》, 关 
(A 匆 A) 旬 B=(A 甸 A) 外 C, 再 使 用 性 质 (3), 有 名 狼 B= 二 名 外 C. 最 后 由 性 质 (2) 得 出 B=C. 
关于 对 称 差 运算 的 性 质 (3) ,我 们 有 更 进一步 的 结论 
【 例 1-50】 设 A,B 是 集合 ,证 明 :A 旬 B= 名 当 且 仅 当 A=B. 
。 26 。 


证 若 A= 了 B, 则 由 性 质 (3) 知 A 申 B 一 艺 . 反 过 来 , 若 A 申 B 一 已, 因为 A 巾 B 一 (A 


(B 一 A), 所 以 A 一 B== 儿 , 且 B 一 A=B, 于 是 ASB 且 BCA, 从 而 有 A=B. 
可 以 考虑 集合 的 交 运 算 以 及 并 运算 与 对 称 差 运 算 之 间 的 关系 . 
【 例 1-51】 设 A,B,C 是 集合 , 则 
(1) AN(BBO=(ANB)@(ANO (NN 对 外 可 分 配 ). 
(2) 举例 说 明 A U(B 田 0)==(A UB) 甸 (A UC) 不 成 立 (U 对 外 不 可 分 配 ). 
解 〈 留 作 练 习 ). 
思考 ”还 能 给 出 集合 的 其 他 运算 吗 ? 计算 机 如 何 做 这 些 运算 ? 
提示 AUB,A 门 B,A 一 B,A 吕 B( 部 分 参见 习题 1.4 的 第 11 题 ). 
容 斥 原理 (inclusion-exclusion principle) 是 加 法 原理 的 推广 形式 . 
容 斥 原理 设 A,B 是 有 限 集合 , 则 |A UB|=|Al| 十 |B| 一 |ANBI. 
该 原理 可 以 从 文 氏 图 直观 理解 , 它 的 另 一 种 形式 是 : 
容 斥 原理 的 另 一 种 形式 ” 设 A,B 是 有 限 集合 , 则 
IANB|I=|U|—|A| 一 |B| 二 |ANBI 
证 因为 AMB=AUB, 而 |AUBI=|U| 一 |AUBI. 


B) U 


【 例 1-52】 计算 由 1,2,3，……,z(0z 二 4) 做 成 的 1 与 2 不 相 邻 上 且 3 与 4 不 相 邻 的 全 排列 个 数 . 
解 ” 由 1,2,3,…,n(n 宇 4) 做 成 的 全 排列 是 全 集 U. 显然 ,1U|==n1. 邻 A,B 分 别 表示 


U 中 1 与 2 相 邻 ,3 与 4 相 邻 的 全 排列 组 成 的 集合 , 则 
IA|=|1B|=2(n—1)!1,|ANMB|=4(n—2)! 
而 所 求 的 满足 条 件 的 排列 个 数 为 |A 门卫 | ,于 是 有 
IAaNB|I=|U|—|1A|—|1B|I+|IANB|I=n! 一 2。2(2 一 1)! +4(n—2)! 
一 (7 一 52 十 8)(2 一 2)1 
推广 的 容 斥 原理 ” 设 A,,A, ,…,A, 是 集合 , 则 


[MUAUUA =D A DD AnaAl+ DD IANANA 


lSi<j<n l1<i<j<kh<n 


一 … 十 (一 "71|ANA:NMN-…NA,l. 


由 于 |Ai 站 Az 门 … 门 A,|=|1A1UA:U…UA,|, 于 是 有 下 述 结论 . 
推广 容 斥 原理 的 另 一 种 形式 ” 设 Ai .A,,… ,A 是 集合 , 则 
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lSi<j<n 1<i<j<h<n 


二 


习 题 1.4 


1. 设 全 集 U= {a,b,c,d,e,f,g,;h}), 令 集合 A, B,C,D 分 别 为 A 二 {a,b,c,g}， 
B={d,e,f,g} ,C= 二 {a,c,f},D 二 {f,h). 分 别 计算 (1)A UB; (2)BNC; (3)A 一 DD; 
(4) (ANB)—C; (5)D; (6)B@C; (DANBUO; (WAUD)—C; (9)AUC; (10)AUBUC. 


2. 设 ACC 且 BCC, 则 AUBCC, 进 而 ANnBCC. 
3. 证 明 德 。 摩根 (De Morgan) 律 . 
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4. 对 于 集合 A,B, 证 明 : ASB 当 且 仅 当 B SA. 

5. 设 f:A 一 B, 对 于 任意 XSA 及 YSA, 证 明 :FCXMnY)SEFCX) 站 f(Y). 一 般 来 说 ， 
f(X 门 了 ) 取 fC(X) 站 7FCY) ,举例 说 明之 . 

6. 对 于 任意 集合 A,B,C, 证 明 :(A 一 B) 一 C=(A 一 C0) 一 B. 

7. 设 A,B,C 是 集合 ,下 列 命题 是 否 成 立 ,为 什么 ? 

(1) 车 AUB=AUC, 则 B=C; 

(2) 若 ANMB=ANC, 则 B=C; 

(3) 车 AUB=AUC 且 ANB=ANC, 则 B=C. 

8. 对 于 任意 集合 A 和 B ,证明 : 

(1) P(A) NP(B)=P(ANMB); 

(2) P(A) UP(B)CP(A UB), 并 举例 说 明 P(A) UP(B) 二 P(A UB) 不 成 立 . 

9. 设 A,B 是 集合 ,证 明 :; ASB 当 上 且 仅 当 A 一 B=. 

10. 对 于 任意 集合 A,B,C, 分 别 找 出 使 下 列 等 式 成 立 的 最 简单 的 充 要 条 件 : 

(1) (A—B) U(A—C)=A; 

(2) (A—B)N(A—C)=8; 

(3) (A—B)B(A—C)=8. 

11. 设 A,B 是 集合 ,定义 @( 环 积 ,cycle product) 运 算 如 下 : 

A®B=A@@B 

证 明 : A@B= (A UB) 阁 (A UB), 并 讨论 @ 运 算 具 有 的 性 质 . 

12. 对 于 任意 集合 A,B 和 C ,证 明 : 

(1) AN(BBO=(ANB BANO; 

(2) (BOBC) NA= (BNABCNMA). 

13. 设 A,B,C 是 集合 ,举例 说 明 A U (BC)==(A UB) 甸 (A UC) 不 成 立 . 

14. 根据 集合 U 和 门 相互 可 吸收 证 明 U 和 门 满 足 宕 等 性 . 

15. 设 A,B.,C 是 集合 ,利用 两 个 集合 的 容 斥 原 理 证 明 : 

IAUBUCI|I=(| Al+| BI|+|lC1|) 
—(|ANBI+IANCI+IBNCI)+IAN BNCI| 

能 推广 到 更 一 般 的 个 集合 的 情形 吗 ? 

16. 〈 错 排 问题 ) 有 1, 2, …, nn 共 个 元 素 进行 排列 ,车 第 i 个 元 素 都 没有 排 在 第 i 位 
置 (i 二 1, 2,…, n), 称 这 样 的 排列 为 错 排 (derangement). 利用 个 集合 的 容 斥 原理 计算 错 
排 的 个 数 . 

17. (Euler 函数 ) 对 于 大 于 1 的 正 整 数 , 若 二 ph p2… pk ,其 中 pi ,ps，… ,pi 是 不 同 
的 素数 , ,rs，,… ,ri 是正 整 数 , 则 


时 和 1 
3 1 sew 和 
We = ( 司 ra ( pn 


1.5 集合 的 划分 与 覆盖 


集合 的 划分 就 是 集合 元 素 间 的 一 种 分 类 . 在 信息 科学 中 ,对 知识 库 分 类 就 是 集合 的 一 种 
is 


划分 . 因此 ,研究 集合 的 划分 具有 特别 重要 的 意义 . 比 集合 的 划分 更 广 的 概念 是 集合 的 覆盖 . 
这 些 内 容 在 下 章 会 用 到 . 


1.5.1 集合 的 划分 


硬盘 分 区 、 实 验 分 组 以 及 各 种 分 类 等 都 是 划分 . 

【定义 1-31】 设 A 是 任意 集合 ,x 是 由 A 的 若干 子 集 组 成 的 集合 . 如 果 下 列 3 个 条 件 
成 立 : 

(1) 对 于 任意 A; Ex, 均 有 A; 关 2 ; 

(2) 任意 A;,A;Ex,i 关 j, 有 Ai 站 Aj;=2，; 

CL 


AiEr 
则 称 x 是 集合 A 的 一 种 划分 (partition). 
由 集合 A 的 划分 的 定义 知 ,x 是 由 A 的 非 空 子 集 组 成 的 集合 ,其 中 任意 两 个 不 同 子 集 是 
不 相交 的 ,而 所 有 这 样 的 子 集 的 并 就 是 集合 A, 参 见 图 1-13. 


需要 说 明 的 是 ,定义 1-31 中 的 集合 A 被 称 为 论 域 ,一 般 CPD 


情况 下 A 是 非 空 集合 . 为 了 以 后 讨论 的 方便 , 若 A 是 空 集合 
则 约定 A 的 划分 不 存在 , 即 A 的 划分 为 空 . 
集合 A 的 划分 x 中 的 每 个 元 素 称 为 划分 的 一 个 块 (block 
或 cell). 
【 例 1-53】 设 A={a,6b,c) ,容易 验证 {{a,6),{c)} 是 集合 A 的 划分 . 实际 上 ,集合 A 的 
所 有 不 同 的 划分 分 别 为 
a={{asbyc}}, xa={{asb} fc))， xa={{asc}, (0))， 
m={{c,b} {a}}, xs={{a},{6},{c}} 
【 例 1-54】 设 A={a,b,c,d), 求 出 集合 A 的 所 有 不 同 的 划分 (作为 练习 ). 
【 例 1-55】〗 设 A={a,b,c,d,e,f,g,h}) ,考虑 下 列 A 的 子 集 合 : 
Ai={a,b,crd,e}, As={d,e,f,g,'h}, As={a,d,e}, 
As={b,c,f}, As={g,h} 
则 {Ai,A;}) 不 是 A 的 划分 ,因为 e€E Ali 门 As 关 名;{A;,As} 不 是 A 的 划分 ,因为 gF As3UA; 
{A;,A4 ,As} 是 A 的 划分 . 
【 例 1-56】 对 于 整数 集合 Z, 令 A 是 所 有 偶数 组 成 的 集合 ,As 是 所 有 奇数 组 成 的 集 
合 , 则 {Ai,As}) 是 Z 的 划分 . 
【定理 1-25】 设 集合 A 有 两 种 划分 zi 二 {A;|1iET} 和 zz 二 1B;1jEJ), 令 所 有 满足 
Ai 门 Bj 了 关 如 (iET,jEJ) 的 A; 门 B; 组 成 的 集合 为 x: 
x={AiMNB;|ANB, AG ,iEIT,IET} 
则 x 是 A 的 一 种 划分 ,该 划分 称 为 划分 x 和 xs 的 交叉 划分 . 
证 显然 ,x 中 元 素 均 非 空 ,对 于 x 中 两 个 不 同 元 素 A; 门 B; 和 A 人 门 B,, 它 们 的 交 是 名， 
而 x 中 所 有 元 素 的 并 必 等 于 


na-(UaJn(Ua)=-ana-4 
所 以 ,x 是 A 的 一 种 划分 . 


i 


还 可 以 定义 更 多 个 划分 的 交叉 划分 , 它 是 粗糙 集 (rough set) 理论 研究 中 最 基本 的 内 
容 , 它 与 下 章 介绍 的 等 价 关 系 密切 相关 . 粗糙 集 理论 是 信息 科学 中 基于 不 完整 数据 .不 精确 
知识 的 表达 学习、 归纳 等 一 种 新 的 数学 工具 ,参见 文献 [7. 10]. 

【 例 1-57】 设 集合 A 有 两 种 划分 zi 二 {A;|iET} 和 zz 二 {1B;1jE0), 问 zi 门 xz 是 否 必 
是 A 的 划分 ,为 什么 ? 

解 x 人 ns 不必 是 A 的 划分 . 例如, 取 A= {a,b， ee N={{a,b},{c},{d}},nx= 
人 me {cd})}), 显 然 rl 和 xs 是 集合 A 的 划分 ,而 zi 门 xz = 二 {{a,6b}} 不 是 集合 A 的 划分 . 

定 集合 A 的 两 种 划分 zi 二 {A;|i€ET} 和 z= 二 {B; 本 } , 若 对 于 任意 A; Ex, 均 存 在 
ee AiEBi 成 立 , 则 称 划分 ma 是 x 的 加 细 划 分 . 

显然 ,由 定理 1-25 知 zw 和 zx 的 交叉 划分 分 别 是 x 和 xs 的 加 细 划 分 .要 获得 一 个 划分 
的 加 细 , 只 要 把 划分 的 块 划分 成 更 小 的 一 些 块 即 可 . 例如 ,学院 学 生 分 成 年 级 学 生 ,年 级 学 生 
又 可 分 成 若干 班 ,后 者 就 是 前 者 的 加 细 . 

最 后 介绍 一 个 有 限 集合 的 所 有 划分 个 数 问题 ,希望 大 家 有 所 了 解 . 

由 例 1-53 知 , 若 14A|=3, 则 A 的 所 有 不 同 的 划分 个 数 为 5. 事实 上 ,车 |A|=4, 则 A 的 
所 有 不 同 的 划分 个 数 为 15. 

设 |A|==n 宇 1, 下 面 考虑 A 的 所 有 不 同 的 划分 个 数 N (n). 

令 S(n,k) 表 示 将 n 个 元 素 集合 划分 成 & 个 块 的 方案 数 , 称 S(n,k) 为 第 二 类 Stirling 
数 , 显 然 


N(n) = >) Sn,k) 


且 有 下 列 等 式 成 立 ( 其 证 明 作为 练习 ) : 

(1) S(n,1)=1; 

(2) S(n,.n)=1; 

(NS 

下 面 先 给 出 一 个 关于 S(n,k) 的 递 推 关系 . 

【定理 1-26】 对 于 之 1, 下 列 关 于 SCz,A) 的 递 推 关系 成 立 : 

S(n.k) S(n—1,k—1)++kS(n— 1,k) 

证 设 A={zi,zs，…,z,) ,取出 A 中 的 一 个 元 素 zx1, 将 A 划分 成 & 个 块 分 两 种 情况 

(1) zi 独 在 一 个 块 中 ,其 方案 数 为 S(n 一 1,k 一 1); 

(2) zi 不 独 在 一 个 块 中 ,这 相当 于 将 剩 下 的 n 一 1 个 元 素 划 分 成 个 块 ,有 S(n 一 1,k) 
种 方案 数 , 再 将 ri 放 在 其 中 一 个 块 中 ,有 种 方式 . 因此 ,此 种 情况 的 划分 方案 数 为 
kS(n—1,k). 

根据 加 法 原理 ,有 S(n,k) 二 SCn 一 1,k 一 1) 十 &kS(n 一 1,k). 

由 定理 1-26 中 的 递 推 关 系 可 得 N(1)==1,N(2)==2, N(3)==5, N(4)==15,N(5)==52. 


1.5.2 集合 的 覆盖 


集合 的 覆盖 推广 了 集合 划分 的 概念 ,其 定义 如 下 . 
【定义 1-32】 设 A 是 集合 ,如 果 这 些 非 空子 集 的 并 集 等 于 A, 则 由 A 的 若干 非 空子 集 
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构成 的 集合 称 为 A 的 覆盖 (covering). 

集合 A 的 覆盖 不 必要 求 两 个 不 同 的 子 集 不 相交 . 所 以 ,集合 A 的 划分 是 集合 A 的 覆 
盖 , 但 反 过 来 不 成 立 . 

【 例 1-58】〗】 设 A={a,b;c}), 则 {{a,6},{5,c)} 是 A 的 覆盖 ,但 不 是 A 的 划分 . 

你 能 写 出 集合 A={a,6b,c} 的 所 有 不 同 的 覆盖 吗 ? 车 |A|==n, 则 A 的 所 有 不 同 的 覆盖 
数目 是 多 少 ? 参见 参考 文献 [6]. 


习 题 1.5 


1. 设 A={a,b,c,d}, 求 出 集合 A 的 所 有 不 同 的 划分 . 
2. 对 于 整数 集合 Z, 令 
Ai= {3k|kEZ}, A,= {3k+1|kEZ), A = {3k+2|kEZ) 

则 {Ai,A;,A;} 是 Z 的 划分 . 试 证 明之 . 

3. 设 x 二 {Ai;|iE7T) 是 集合 A 的 一 种 划分 ,对 于 集合 B, 所 有 A; 门 B 关 名 的 A; 门 B 组 成 
的 集合 是 A 门 B 的 划分 . 试 证 明之 . 

4. 设 集合 A 有 两 种 划分 x 二 {Ai|iET} 和 zo 二 {Bj|jEJ), 问 zmUxs 是 否 必 是 A 的 划 
分 ,为 什么 ? zi 一 zs 呢 ? 

5. 证 明 : 设 n 三 1, 则 

(1) S(n,1)=1; 

(2) S(n,n)=1; 

(3 SC(n32)=2 1, 

6. 设 A={a,b,cydse,sf,gsrhyisj},Ai={asb,c,d}, As={e,f,g}, As={d,e,g,i}, 
A 二 {dh,j),As 二 人 yi,j),As 二 {a,b,c,f,h,j), 分 别 判定 下 列 集合 是 否 是 A 的 划分 、 
被 盖 : 

(1) {Ai,A;,,As}; 

(2) (Al ,As ,As); 

(3) {A; ,Ae); 

(4) {A;,,A;,A,}. 

7. 写 出 集合 A 二 {a,b} 的 所 有 不 同 的 覆盖 . 


1.6 集合 的 对 等 
下 面 讨论 集合 的 对 等 , 它 是 集合 间 的 另 一 种 关系 . 通过 集合 对 等 以 及 相关 内 容 的 学 习 ， 
加 深 对 函数 概念 的 理解 ,提高 正确 使 用 函数 工具 作为 研究 手段 的 能 力 . 
1.6.1 集合 对 等 的 定义 


【定义 1-33】 设 A,B 是 集合 ,车 存在 一 个 A 到 B 的 双 射 , 则 称 集合 A 和 B 对 等 , 记 为 
D2 
【 例 1-59】 自然 数 集合 N 与 其 中 的 所 有 偶数 组 成 的 集合 下 对 等 , 试 证 明 . 


六 光 和 治 


证 令 f:N>E,f(z)==2z,; 则 了 是 N 到 EE 的 双 射 ,所 以 N 一 下. 
【 例 1-60】 试 证 明 : (0,1) 一 R. 

证 令 f:(0,1) 一 R,f(z)==tan (z 一 1/2)r. 显然 了 是 双 射 . 

【 例 1-61】 试 证 明 : N 一 NXN. 

证 ”可 按 如 下 箭头 方向 建立 一 个 N 与 NXN 的 一 一 对 应 : 


(0,0) (0,1)—(0,2) (0.3) 一 (0.4) … 


Lo 


(1,0) (1D (2) (13) (1,4) ... 
(2,0) (2,1) (2,2) (2.3) (2,4) … 
(3,0) B,D) GB2) G3,3) (3,4) … 


(4,0) (4,1) (4,2) (4,3) (4,4) … 


【定理 1-27】 集合 对 等 关系 是 等 价 关系 (等 价 关 系 见 第 2.5 节 ): 

(1) A 一 A; 

(2) 若 A~B, 则 B~A; 

(3) 若 A~B 且 B~C, 则 A~C. 

证 (1) A 上 的 恒 等 映 射 是 A 到 A 的 双 射 . 

(2) 因为 A~B, 于 是 存在 A 到 B 的 双 射 f. 显 然 ,f' 是 B 到 A 的 双 射 ,所 以 ,B~A. 

(3) 由 已 知 ,存在 A 到 B 的 双 射 f,B 到 C 的 双 射 g ,显然 ,f*g 是 A 到 C 的 双 射 ， 
故 A 一 C. 

思考 ”关于 对 等 关系 的 等 价 类 是 什么 ? 


1.6.2 无 限 集合 


有 了 集合 对 等 的 概念 ,就 可 以 给 出 无 限 集合 及 有 限 集合 的 严格 定义 . 无 限 集合 在 很 多 
问题 的 深入 讨论 中 会 用 到 . 

【定义 1-34】 设 A 是 集合 ,车 A 存在 一 个 子 集 与 自然 数 集合 对 等 , 则 称 A 为 无 限 集合 
(infinite set) ,否则 称 A 为 有 限 集合 (finite set). 

【 例 1-62】 自然 数 集合 本 身 是 无 限 集合 . 

【 例 1-63】 [0,1] 是 无 限 集合 , 试 证 明 . 

证 显然 , {0,1,1/2,1/3,…,1/n,…} 守 [0,1j. 而 {0,1,1/2,1/3,…,1/n,…} 一 N, 因 
此 ,[0,1] 是 无 限 集合 . 


1.6.3 集合 的 基数 


在 第 1. 1 节 中 已 经 定义 了 有 限 集合 的 基数 :有 限 集合 A 的 基数 就 是 A 的 元 素 个 数 , 因 
为 0= 多 ,1 二 {2},n 十 1 二 nU {n}). 借 助 于 集合 对 等 概念 ,可 以 将 其 扩展 到 无 限 集合 . 
i 翅 


【定义 1-35】 若 集合 A 和 B 对 等 , 则 称 这 两 个 集合 的 基数 (cardinality) 相 同 . 

集合 A 的 基数 用 |A| 表 示 . 上 述 定 义 并 未 给 出 集合 基数 的 定义 , 它 只 是 说 明了 对 等 的 两 
个 集合 A,B 有 相同 的 基数 . 直观 上 理解 ,两 个 集合 有 相同 的 基数 ,是 指 这 两 个 集合 有 相同 的 
元 素 个 数 , 因 为 它们 之 间 可 以 建立 一 一 对 应 ,在 讨论 个 元 素 的 r- 可 重组 合 的 计算 公式 时 还 
会 用 到 此 技巧 .对 于 有 限 集合 ,这 更 容易 理解 .实际 上 ,在 没有 出 现 数 的 概念 之 前 ,比较 两 个 
有 限 集合 元 素 个 数 相等 就 是 采用 对 等 的 方法 . 由 于 对 等 的 集合 有 相同 的 基数 , 若 假定 自然 数 
集合 N 的 基数 为 兴 。( 阿 列 夫 0) : 


IN|I= S。 
则 与 N 对 等 的 集合 的 基数 都 是 沪 ,; 若 假定 实数 集合 R 的 基数 为 兴 ( 阿 列 夫 ): 
Rl 


则 与 R 对 等 的 集合 的 基数 都 是 兴 . 

由 例 1-59 知 ,自然 数 集合 N 与 其 中 的 全 体 偶数 组 成 的 集合 EE 有 相同 的 基数 . 由 例 1-60 
知 ,(0,1) 与 R 有 相同 的 基数 . 由 例 1-61 知 ,N 与 Q 有 相同 的 基数 . 这 些 结论 从 直观 上 理解 
是 困难 的 ,当时 的 集合 论 创 始 人 G. Cantor 被 这 些 问题 所 折磨 而 难以 自拔 ,必须 借助 于 映射 
加 以 理解 ,基数 之 间 的 运算 更 是 这 样 . 

在 更 深入 的 问题 讨论 中 ,还 会 用 到 可 列 集合 和 不 可 列 集合 的 概念 . 在 学 习 概率 统计 时 会 
用 到 可 列 集合 . 


1.6.4 可 数 集合 


借助 于 集合 对 等 可 以 定义 可 数 集合 . 设 集合 A~N, 则 存在 双 射 /:A 一 N, 这 时 A= 
{F(0)， 广 !(1), 广 !(2),…}. 于 是 与 自然 数 对 等 的 集合 有 一 个 特点 :其 元 素 可 以 按 第 1 个 
元 素 .第 2 个 元 素 .第 3 个 元 素 …… 一 个 接 一 个 地 “ 数 ”( 或 “ 列 ”) 出 来 . 
【定义 1-36】 能 与 自然 数 集合 N 对 等 的 集合 称 为 可 数 集 (countable set) ,又 可 称 为 可 
列 集 . 
根据 无 限 集合 的 定义 知 :任意 无 限 集合 均 存 在 一 个 可 数 的 子 集合 . 根据 这 一 点 ,可 以 证 
明 无 限 集合 的 特征 性 质 : 
【定理 1-28】 设 A 是 无 限 集合 , 则 存在 A 的 一 个 真子 集 B ,使 得 A~B. 
证 因为 A 是 无 限 集合 ,A 存在 一 个 可 数 的 子 集 {ao ,al ,as，…). 令 B= 二 A 一 {ao) ,显然 
B 是 A 的 真子 集 .建立 一 个 A 到 B 的 双 射 上 如 下 :任意 zxEA， 
zs XE {aoyalyaz，} 
WC = , 
aim， X=ai(i=0,1,2,°) 
容易 知道 ,f 是 A 到 B 的 双 射 , 故 A~B. 
利用 这 些 结论 以 及 例 1-61 可 以 证 明 , 可 数 集合 的 无 限 子 集 是 可 数 集合 ;若干 个 可 数 集 
合 的 并 是 可 数 集合 . 
【 例 1-64】〗】 有 理 数 集合 Q 是 可 数 集合 . 
证 〈 作 为 练习 ). 
由 于 命题 变 元 有 可 数 多 个 ,容易 知道 命题 公式 组 成 的 集合 是 可 数 集合 . 


1.6.5 不 可 数 集合 
是 否 所 有 无 限 集合 都 是 可 列 的 ?答案 是 否定 的 . 
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【 例 1-65】 证 明 : (0,1) 是 不 可 数 集合 . 
证 (采用 反 证 法 ,利用 对 角 线 法 则 技巧 ) 假定 (0,1) 是 可 数 集合 , 则 (0,1)= {ao,ai， 
ad ,因为 wE(0,1) ,i 二 0,1,2,…, 将 其 写成 唯一 的 无 限 小 数 形式 (比如 约定 不 允许 从 小 
数 点 某 位 开始 都 是 0, 例 如 0. 12 写成 0. 119999… ) : 
Qi = 0.apanasan"“ams 一 0 1 2 
取 7r=0.6601026;…b,… ,其 中 
b= 人 am 天 后 
3， aw 一 1 
这 时 ,一 方面 有 rE (0,1), 另 一 方面 7r 关 a; ,i 二 0,1,2,…. 这 显然 是 一 个 矛盾 . 
由 上 述 证 明 过 程 可 知 , 除 有 限 集 合 外 ,只 有 可 数 集合 才能 使 用 列举 法 表示 该 集合 . 
因为 (0,1) 一 R, 所 以 实数 集合 是 不 可 数 集合 . 由 此 可 见 , 自 然 数 集合 与 实数 集合 之 间 是 
不 存在 双 射 的 ,因此 N 与 R 不 对 等 ,进而 有 汽 , 关 汽 . 
注意 反 证 法 是 常用 的 一 种 证 明 方 法 . 在 本 章 已 经 看 到 ,证 明 方 法 有 直接 证 法 、 举 反例 
法 、 数 学 归纳 法 等 . 今后 还 会 学 习 一 种 “形式 证 明 方 法 ”. 


1.6.6 基数 的 比较 


最 后 讲解 集合 基数 的 比较 . 

【定义 1-37】 给 定 集 合 A,B, 若 存在 A 到 B 的 单 射 , 则 称 A 的 基数 小 于 等 于 B 的 基 
数 , 记 为 |A| 三 1B1. 车 进一步 ,不 存在 A 到 B 的 双 射 , 则 称 A 的 基数 小 于 B 的 基数 , 记 为 
1AI<IBIl. 

由 定义 易 知 , 若 存 在 A 到 B 的 满 射 , 则 |B| 志 1Al. 

显然 ,根据 前 面 的 讨论 知 兴 ,二 污 , 即 INI 过 |RI. 下 面 的 问题 在 使 用 选择 公理 的 公理 系 
统 中 不 可 判定 呈 暗 : 

问题 ”是否 存在 一 个 集合 A, 满 足 兴 ,二 |A| 二 ? 

下 面 的 定理 从 直观 上 理解 很 容易 ,但 证 明 较 困难 ,限于 篇 幅 不 予 证 明 . 

【定理 1-29】 对 于 集合 A,B, 若 |A| 志 |BI| 且 |B| 志 |A1, 则 |A|=1B1. 

【 例 1-66】 证 明 :|1(0,1)|==1[0,1j|. 

证 令 f:(0,1) 一 [0,1],f(x)==x,f 是 单 射 ,所 以 有 |(0,1)| 声 |[0,1j|. 


令 g:[0,1]>(0,D) g(x) 一 于 ++ 计 '8 是 单 射 ,所 以 有 |[0,1]| 过 1(0,1)1. 由 定理 1-29 知 ， 


n= 0,1,2,3," 


1C(0,1)|==1[0,1j1. 


习 题 1.6 


. 证 明 : 任意 无 限 集合 均 存 在 可 数 子 集 . 

. 证 明 : (0,1) 一 [0,1]. 

. 证明: [0,1] 一 [ae,b],a<0. 

有 理 数 集合 Q 是 可 数 集合 . 

. 证 明 : 全 体 无 理 数 组 成 的 集合 R 一 Q 与 R 有 相同 的 基数 . 

. 对 于 任意 集合 A,P(A) 是 A 的 索 集 ,证 明 : 14A| 过 |P(4)1. 
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本 章 小 结 


1. 集合 的 有 关 概 念 

合 就 是 一 些 对 象 构成 的 整体 . 若 x 是 集合 A 中 元 素 , 记 为 zxEA, 否则 >z 人 A. 理解 
合 就 是 要 把 集合 中 的 元 素 搞 清楚 , 需要 知道 一 些 背景 知识 , 如 整数 .整除 .偶数 .素数 、 因 
数 、 空 集 、n 元 组 等 .表示 集合 可 以 用 列举 法 ,描述 法 和 递归 法 . 集合 中 的 元 素 可 以 是 任意 对 
象 ,如 元 素 本 身 又 可 以 是 集合 ; 集合 中 的 元 素 本 身 没有 顺序 关系 ; 集合 中 的 元 素 原则 上 不 

重复 . 
给 定 集合 B, B 的 子 集 A 就 是 集合 B 中 的 一 些 元 素 构 成 的 “新 "集合 , 记 为 A 和 B. 要 
注意 E 和 全 的 区 别 . 证 明 两 个 集合 相等 常用 到 “A = B 的 充 要 条 件 是 ACB 且 BSCA” 

结论 . 


集合 X 的 军 集 P(X) 是 X 的 所 有 子 集 构 成 的 集合 .注意 EP(X), 要求 会 计算 给 定 


集合 的 备 集 . 重要 结论 是 : 若 |X| 一 则 |PCX)| = 2". 

选取 的 nn 个 元 素 zz1 ,xs，… ,x 按 一 定 顺序 排列 起 来 就 是 一 个 ?元 组 (zl ,xs，*…xz,). 

笛 卡 儿 积 Ai XAsX… XA 二 {(xiyx2z ,XT,) |Xxi1EAi,i 二 1,2,…,n}. 能 熟练 计算 笛 
卡 儿 积 . 车 |X| = m, |Y| = n, 则 |XXY| = mn. 

2. 了 映射 的 有 关 概 念 


映射 F: A 一 B 就 是 将 集合 A 的 元 素 唯一 对 应 到 集合 B 中 元 素 . 要 深入 理解 映射 的 含 
义 , 包括 函数 符号 的 选取 和 多 元 函数 , 区 分 f 和 f(x) 的 不 同 , 了 解 天 花 板 函数 和 地 板 
函数 . 
映射 f/: A 习 B, 若 不 同 的 A 中 元 素 对 应 不 同 的 B 中 元 素 , 就 是 单 射 ; 若 函 数值 充满 
整个 集合 B，f 就 是 满 射 ; 既是 单 射 又 是 满 射 即 为 双 射 . 

设 f: A 一 B, 若 将 f 的 方向 逆转 能 得 到 B 到 A 的 函数 , 它 就 是 f 的 逆 函 数 或 反 函 数 ， 
记 为 广 !. 函数 f 有 反 函 数 的 充 要 条 件 是 f 是 双 射 . 

先进 行 映射 /: A 一 B, 再 进行 映射 g: BC, 可 得 到 A 到 C 的 映射 , 它 就 是 f 与 g 的 
复合 映射 , 记 为 f*g. 要 求 掌 握 两 个 函数 的 复合 运算 . 一 般 来 说 , fg 天 g* 太 但 (大 g)o 一 
大 (goj) 一 大 go 特别 应 注意 函数 的 复合 运算 与 单 射 . 满 射 和 双 射 之 间 的 关系 . 

3. 运算 的 定义 及 性 质 

运算 的 目的 就 是 从 已 知 元 素 得 出 新 的 元 素 , ”元 运算 就 是 ”元 函数 . 集合 A 上 的 7 元 
封闭 运算 /是 指 对 于 任意 A 中 的 n 个 元 素 进行 f 运算 的 结果 仍 属于 集合 A. 要 求 掌握 封闭 
运算 的 定义 , 深入 理解 整数 集合 Z 上 的 模 m 运算 , 两 个 不 同时 为 0 的 两 个 整数 的 最 大 公 因 
数 运算 gcd 和 任意 两 个 整数 的 最 小 公 倍数 运算 lem. 了 解 运算 符号 的 选取 .运算 符号 的 位 置 
和 运算 表 . 

深入 理解 一 元 运算 具有 对 合 性 , 二 元 运算 具有 寡 等 性 .交换 性 、 结 合 性 、 么 元 性 、 零 元 
性 、 逆 元 性 和 消去 性 等 性 质 , 两 个 二 元 运算 具有 分 配 性 、 吸 收 性 ,一 个 一 元 运算 和 两 个 二 元 
运算 具有 德 . 摩根 性, 能 对 给 定 的 运算 判断 其 性 质 . 

4. 集合 的 运算 

集合 常见 的 并 、 交 、 补 、 差 和 对 称 差 : 


二 届 


4AUB={(zlzEA 或 zxEB)} 
4AnB=(zlzcEA 且 zeEDB) 
A={(zlzEU, 且 zEA} 
A—B={rz|lz€EAHzr¢B;}=ANB 
A@B= (A—B)U(B—-A)= (AUB)—(ANB) 
要 求 掌 握 集合 的 运算 以 及 与 运算 有 关 的 重要 结论 , 会 利用 这 些 结论 证 明 新 的 集合 等 
式 , 会 根据 集合 相等 的 定义 证 明 如 “|AU(ANMB)=A”“AUB=ANB” 和 “A 一 B=ANB” 
这 样 的 结论 . 最 简单 情形 的 容 斥 原理 : IAUBI=1A| 十 |B| 一 |ANB|. 
5. 集合 的 划分 与 覆盖 
集合 的 划分 就 是 对 该 集合 元 素 进 行 分 类 . 3 个 元 素 集 合 有 5 种 不 同 划分 , 4 个 元 素 集合 
有 15 种 不 同 划分 . 
了 解 集合 的 覆盖 : 如 果 A 的 若干 非 空子 集 之 并 就 是 集合 A,， 就 得 到 A 的 覆盖 ,不 要 求 
子 集 之 间 不 相交 . 
6. 集合 的 对 等 
利用 函数 可 深入 讨论 集合 之 间 对 等 关系 : 若 两 个 集合 之 间 存 在 一 个 双 射 , 这 两 个 集合 
就 是 对 等 的 . 
了 解 无 限 集合 : 若 集合 A 的 某 子 集 能 与 自然 数 集合 N 对 等 , 则 称 A 是 无 限 集合 . 
了 解 基数 : 两 个 对 等 的 集合 具有 相同 的 基数 , 因而 |Z1==IN| 及 |R| = |(0,1)|. 
了 解 可 数 集合 : 能 与 自然 数 集合 N 对 等 的 集合 是 可 数 集合 , 否则 是 不 可 数 集合 . 有 理 
数 集合 Q 是 可 数 集合 ，(0,1) 是 不 可 数 集合 . 
了 解 基数 的 大 小 比较 : 车 存在 A 到 B 的 单 射 , 则 |A| 三 1B1. 若 1A| 科 1B1 且 不 存在 
A 到 B 的 双 射 , 则 |4| 二 1B1. 
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第 2 章 关 系 


世间 万 物 都 存在 着 联系 ,科学 研究 的 主要 任务 是 发 现 事 物 间 的 内 在 规律 性 . 借助 于 集 
合 , 可 以 给 出 刻画 这 种 联系 的 数学 模型 一 一 关系 (relation). 这 里 不 以 个 别 特殊 关系 为 研究 
对 象 , 而 是 关注 关系 的 一 般 特性 . 

在 信息 科学 中 ,数据 与 数据 之 间 总 存在 着 一 定 的 关系 ,关系 这 些 内 容 对 今后 学 习 数 据 结 
构 以 及 数据 库 等 很 多 课程 都 是 很 重要 的 . 

本 童 讨论 的 关系 内 容 与 数理 逻辑 、 代 数 结构 、 图 论 以 及 组 合计 数 等 都 有 密切 联系 ， 从 这 
个 角度 去 看 ,离散 数学 内 容 也 是 不 离散 的 . 


2.1 关系 的 概念 


2.1.1 nn 元 关系 的 定义 


在 日 常生 活 中 会 遇 到 各 种 各 样 的 关系 ,如 一 个 家 庭 与 它 的 电话 号 码 之 间 的 关系 、 一 个 人 
与 工资 之 间 的 关系 、 亲 属 关系 、 师 生 关系 、 上 下 级 关系 、 同 事 关系 、 电 影 票 与 位 置 的 关系 等 . 在 
数学 中 也 出 现 了 很 多 的 关系 ,如 大 于 关系 、 小 于 等 于 关系 、 相 等 关系 、 平 行 关系 、 相 似 关系 、 全 
等 关系 、 属 于 关系 、 包 含 关系 等 . 在 信息 科学 中 ,数据 与 数据 之 间 存 在 着 多 种 关系 . 下面 再 看 
一 个 例子 . 

【 引 例 】 设 A 是 若干 学 生 组 成 的 集合 A=={ 张 三 , 李 四 , 王 五 ), B 是 由 课程 组 成 的 集合 
B 二 {英语 ,C 语言 ,离散 数学 ,数据 结构 ,汇编 语言 },C 是 学 习 成 绩 组 成 的 集合 C=!{ 优 , 良 ， 
合格 ,不 合格 }, 用 尺 表示 学 生 与 课程 之 间 的 一 种 选修 关系 ,如 张 三 选 修 离散 数学 ,借助 于 序 
偶 可 表示 为 ( 张 三 , 离散 数学 ) , 张 三 选 修 数据 结构 ( 张 三 , 数据 结构 ) , 张 三 选 修 英 语 ( 张 三 ， 
英语 ), 李 四 选修 数据 结构 ( 李 四 , 数据 结构 ) , 王 五 选修 C 语言 ( 王 五 , C 语言 ) , 王 五 选修 汇 
编 语 言 ( 王 五 , 汇编 语言 ) ,这 时 R 为 集合 A 与 集合 B 之 间 的 一 种 2 元 关系 ,可 以 将 RR 表 
示 为 ; 

R=={( 张 三 , 离散 数学 ) ，( 张 三 , 数据 结构 ) ,( 张 三 , 英语 ),( 李 四 , 数据 结构 ),( 王 五 ， 
C 语言 ) ,( 王 五 , 汇编 语言 )} 和 AXB. 

当选 修 完 毕 ,老师 会 给 出 成 绩 ,假定 把 学 生 所 选课 程 的 成 绩 也 考虑 在 内 ,如 张 三 所 修 的 
离散 数学 成 绩 为 优 ,借助 于 3 元 有 序 组 可 表示 为 ( 张 三 , 离 散 数学 , 优 ) ,可 得 到 一 个 学 生 、. 课 
程 及 成 绩 之 间 的 一 种 关系 S, 它 是 集合 A, B, C 之 间 的 一 种 3 元 关系 , 可 以 将 S 表示 为 : 

S= {( 张 三 , 离散 数学 , 优 ),( 张 三 , 数据 结构 , 良 ),( 张 三 , 英语 , 优 ),( 李 四 , 数据 结 
构 ; 优 ),( 王 王 , CC 语 言 浴 烙 ),( 玉 五 ; 汇编 语言 良 站 和 AXBXC: 

这 样 的 例子 在 数据 结构 及 数据 库 等 课程 中 会 经 常 出 现 . 为 了 数学 和 计算 机 科学 研究 的 
需要 ,我 们 将 学 习 的 关系 概念 是 所 有 各 种 各 样 关系 的 一 种 数学 模型 , 其 定义 在 引 例 中 已 现 
端倪 ,下 面 给 出 n 元 关系 的 定义 . 
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【定义 2-1】 设 A ,A; ,…',A, 是 集合 ,把 A,XA, X… XA, 的 任意 子 集 R 都 称 为 A,， 
As,… ,A 间 的 元 关系 (n-ary relation). 

从 定义 可 以 看 出 ,Ai,As,…,A, 间 的 nn 元 关系 RSA XA,X…XA,. 在 定义 中 , 若 
尺 为 Ai,As,…,A, 间 的 n 元 关系 且 Ali 二 As 二 … 二 A, 二 A, 即 


个 
REAXAX…XA 
则 通常 又 称 R 为 A 上 的 元 关系 . 
结合 引 例 知 , RCAXB 是 A 与 B 间 的 2 元 关系 , SCAXBXC 是 A,B 与 C 间 的 3 元 
要 深入 理解 关系 的 概念 ,需要 清楚 元 有 序 组 的 含义 ,以 及 集合 的 使 用 . 下 面 的 一 些 内 
容 可 以 进一步 帮助 理解 . 


2.1.2 2 元 关系 


两 个 集合 间 的 关系 称 为 2 元 关系 . 深入 理解 2 元 关系 是 今后 学 习 的 基础 . 由 于 
n(n 之 3) 元 关系 的 讨论 与 2 元 关系 是 完全 类 似 的 , 若 没 有 特殊 说 明 , 今 后 所 涉及 的 关系 均 
为 2 元 关系 . 

R 是 A 到 B 的 关系 ,是 指 RCAXB;R 是 A 上 的 关系 ,是 指 RSEAXA. 

【 例 2-1〗 设 A={a,b},B=={1,2,3), 若 取 尺 = 二 {(4a,3),(a,2),(65,1),(5,3)), 则 尺 是 
A,B 间 的 一 个 关系 . 因为 

AXB= {(asl1) (as2), Ca,3) ,6,1), (5,2), (0,3)} 


需要 注意 的 是 ,虽然 关系 中 的 每 个 元 素 是 序 偶 、 有 顺序 ,但 关系 中 元 素 与 元 素 之 间 是 没 
有 顺序 的 , 即 例 2-1 中 的 R 也 可 以 写成 如 下 形式 ; 

R= {(a,2),(65,1) (as3) ,00,3)} 

根据 关系 的 定义 知 ,只 要 RSCAXB, 则 R 均 是 A 与 B 间 的 一 个 关系 或 A 到 B 的 一 个 
关系 ,特别 地 ,因为 ZG CAXB 且 AXBCAXB, 它 们 是 A 到 B 的 关系 ,分 别称 为 A 到 B 的 
空 关系 和 A 到 B 的 全 关系 . 特别 地 ,A 上 的 空 关系 和 全 关系 分 别 为 SB 和 AxXA. 

在 例 2-1 中 ,由 于 |AXB|=6, 根 据 笑 集 的 元 素 个 数 的 一 个 计数 公式 ,很 容易 知道 ,A， 
B 间 的 关系 共有 2 一 64 个 , 例 中 所 写 出 的 RR 仅 是 其 中 的 一 个 .一 般 有 下 述 结论 . 

【定理 2-1】 车 |A|==m,1B|==n, 则 A,B 间 的 关系 共有 2 个 . 

显然 ,车 |A|==m, 则 A 上 的 关系 共有 2” 个 . 

设 RCAXB, 若 (x,y)ER, 则 称 A 中 的 元 素 z 与 B 中 的 元 素 y 有 关系 尺 ,通常 记 为 
ZXRy. 这 时 ,关系 符号 写 在 中 间 位 置 , 它 符合 人 们 以 前 总 是 把 关系 符号 写 在 两 元 素 之 间 的 习 
惯 . 有 时 也 可 记 为 Rry. 

【 例 2-2〗】 设 A={2,3},B=={1,2,3,4), 则 A 中 元 素 与 B 中 元 素 有 大 于 关系 的 有 : 
2 二 1, 3 之 1, 3 之 2, 即 A,B 间 的 大 于 关系 尺 二 {(2, 1),(3, 1), (3, 2)}, 显然 是 唯一 的 .不 
过 , A 与 B 间 的 关系 共有 2*" 二 2 个 . 

以 前 学 习 过 的 两 元 素 的 相等 关系 = 二、 两 直线 的 平行 关系 // 、 两 图 形 的 全 等 关系 宇 、 元 素 
与 集合 的 属于 关系 € 、 两 集合 的 包含 关系 夺 等 都 是 将 关系 符号 写 在 中 间 位 置 的 . 大 家 可 能 

。38 。 


已 经 注意 到 了 ,在 意义 清楚 的 情况 下 ,关系 所 涉及 的 集合 可 以 省 略 . 

关系 所 用 符号 的 选取 方法 : 首先 ,我 们 是 借助 于 集合 来 定义 关系 的 ,关系 是 集合 ,于 是 
任意 集合 符号 可 以 作为 关系 符号 ;其 次 ,对 于 常见 的 很 有 用 的 关系 可 以 给 出 一 个 固定 的 特殊 
符号 , 像 前 面 提 到 的 一 些 关系 符号 一 样 ;当然 自己 还 可 以 选 一 些 符号 表示 特定 的 关系 . 

通常 谈 到 的 大 于 关系 “二 ”是 实数 集合 R 上 的 大 于 关系 , 按 集合 记号 应 写成 

= Cv | nie RE 

下 面 介 绍 整数 集合 Z 上 的 两 个 重要 关系 : 整除 关系 和 模 mm 同 余 关系 ,其 大 部 分 结论 的 
证 明 放 在 习题 中 . 

【 例 2-3〗 第 1 章 已 谈 到 ,对 于 任意 整数 m 和 nn, 车 存在 整数 g, 使 得 nn 二 gm, 称 m 整除 
nn, 记 为 mln, 即 “|1” 是 整数 集合 ZZ 上 的 一 种 关系 , 称 为 Z 上 的 整除 关系 . 

这 时 |=={(z,y)|z,yEZ 且 z1y}. 特别 地 ,(2, 6), (一 2, 6), (2, 一 6), (一 2, 一 6),(2， 
一 中 光一 252 和 二 让 

显然 ,对 于 任意 zxEZ, 有 zlz. 整除 关系 还 具有 如 下 性 质 : 对 于 任意 整数 x,y,z,m 
和 nn， 

(1) 若 xly 且 ylzx, 则 x=y 或 += 一 y; 

(2) 若 zly 且 y|z, 则 zlz; 

(3) 若 zly 且 zlz, 则 z|(Cmy 十 zz). 

下 面 再 介绍 由 伟大 的 数学 家 K. F. Gauss 在 18 世纪 末 给 出 的 整数 集 Z 上 的 模 m 同 余 
关系 “三 , ”, 其 中 m 是 正 整 数 , 它 们 在 计算 机 密码 学 中 有 重要 应 用 . 

【 例 2-4】 设 x 是 正 整 数 ,定义 整数 集 Z 上 的 模 m 同 余 关 系 二, 如 下 : 

(zyy)E 三 , 当 且 仅 当 m1 (zx 一 y) 

显然 ,三 ， 是 ZZ 上 的 关系 . 之 所 以 称 三 ，, 为 模 m 同 余 关系 是 因为 m1 (x 一 y) 当 且 仅 当 xz 除 以 
m 的 余数 等 于 y 除 以 mm 的 余数 ,也 就 是 说 工 三 ,y 当 且 仅 当 x (mod m) 二 y(mod m) ,由 此 可 
以 看 出 “ 模 m 同 余 关系 ”与 “ 模 m 运算 ”的 区 别 和 联系 . 

注意 Xx 三,,y 在 数论 中 常 记 为 + 三 y(mod m) ,实际 上 是 z(mod mm) 二 y(mod m), 但 不 
要 与 过 一 y(mod m) 混 淆 . 

关于 模 m 同 余 关系 有 以 下 性 质 . 

(1) 对 任意 xzEZV, 有 x 二 x (mod m); 

(2) 对 任意 x, yE2ZV, 若 x 三 y(mod m), 则 y 三 x (mod m); 

(3) 对 任意 xz, y, xEZ, 若 x 三 y(mod m) 且 y 三 xz(mod m), 则 x 三 z(mod m);} 

(4) 对 任意 zx, yEZV, 若 a 三 b(mod m) 且 c 寺 4d(mod m), 则 azx 十 cy 三 bx 十 dy(mod m); 

(5) 若 wa 三 (mod m) 且 cc 圭 d(mod m), 则 ac 硅 bd (mod m); 

(6) 若 4a 三 b(mod 区 0) , 则 a? 寺 "(mod m), 其 中 为 正 整 数 ; 

(7) 若 a 三 b(mod m), 则 f(a) 三 f(5) (mod m), 其 中 f(x) 为 整 系数 多 项 式 . 

关于 模 m 同 余 关系 有 以 下 三 个 重要 定理 . 

威尔逊 定理 (Wilson theorem) p 为 素数 的 充 要 条 件 是 (p 一 1)1 夺 一 1(mod p). 

欧 拉 定 理 (Euler theorem) 若 整 数 a 与 正 整 数 n 互 素 , 即 gcd(a, 71) 二 1, 则 a”” 寺 
1(mod 0) ,其 中 p(n) 欧 拉 函 数 . 

由 此 可 以 得 到 : 


i 


费 马 小 定理 (Fermat little theorem). 设 p 为 素数 且 整 数 a 与 p 互 素 , 即 gcd(a, p)= 
1, 则 a?7! 寺 1(mod p). 

说 明 

(1) 费 马 大 定理 (Fermat great theorem) 对 任意 正 整 数 a,b,c 和 nn, 当 nn 记 2 时 ,有 a" 十 
"了 关 c"(1995 年 被 英国 数学 家 Andrew Wiles 证 明 ). 

(2) 威尔逊 定理 从 理论 上 给 出 了 素数 测试 方法 ,但 很 不 实用 . 费 马 小 定理 是 经 常 可 以 
首先 选择 使 用 的 ,但 由 于 其 送 不 成 立 , 也 就 是 说 存在 合 数 1, 即使 4 与 7 互 素 ,da 三 
1(mod nn) 仍 成 立 , 例 如 341 二 11X31, 而 23171 三 1(mod 341), 但 这 样 的 n( 称 为 Carmichael 
数 ) 非 常 少 . 

与 模 同 余 关 系 密切 相关 的 一 个 重要 内 容 是 同 余 方程 ,特别 是 线性 同 余 方程 . 对 于 给 定 
的 整数 a.b 和 正 整 数 m ,关于 x 的 同 余 式 

ar 三 b(mod m) 
称 为 线性 同 余 方 程 (linear modular equation) , 它 是 一 个 关于 模 同 余 关系 “ 三 ,, ”的 式 子 . 

显然 ,若是 ax 三 b(mod m) 的 解 , 则 对 于 任意 与 x 模 m 同 余 的 整数 x, 都 是 az 三 
bl(mod mm) 解 . 

下 面 证 明 ,线性 同 余 方程 ax 三 b(mod m) 有 人 解 的 充 要 条 件 是 gcd(a, m)1b. 一 方面 , 若 
az 三 b(mod m) 有 解 , 则 存在 yEZ, 使 得 ax 一 6 二 my, 即 ax 一 my 二 6b, 于 是 gcd(a, m)|1b. 另 
一 方面 , 设 gcd(a, mm) 二 d, 则 存在 zi ，wEZ, 使 得 cz 十 zy 一 d. 因为 gcd(a, m)16, 存 在 
cEZ, 使 得 6==dc, 于 是 a(czi) 十 ml(cy1)==b. 令 zx=cxi, y= 二 cy1; 因 此 az 十 my==5, 由 此 可 
得 wz 三 0mod m). 故 az 三 0Cmod m) 有 人 解 . 

由 于 gcd(6，514) 一 2115， 所 以 6z 圭 15(mod 514) 没 有 解 . 若 a 与 m 互 素 , 即 
gcd(a, mm) 三 1, 显然 有 gcd(a,，m)15, 这 时 ax 三 b(mod m) 有 和 解 . 

从 上 述 证 明 过 程 可 知 at 三 6(mod m) 的 求解 方法 ,关键 是 利用 欧 几 里 得 算法 得 出 使 
azi 十 my 二 4 成 立 的 zi，yiEZ. 当 m 较 小 时 ,可 以 用 2 二 10, 1, 2,…, m 一 1} 中 的 数 去 
“ 试 ”. 例如 ,对 于 线性 同 余 方程 8 三 4(mod 6) ,Zs 二 {0, 1, 2, 3, 4, 5} 中 的 2 和 5 是 其 解 ， 
于 是 与 2 或 5 模 6 同 余 的 xEZ 都 是 其 解 , 即 8x 三 4(mod 6) 的 全 部 解 x 为 x 三 2(mod 6) 和 
Zz 三 5(mod 6). 

公元 5 一 6 世纪 ,我 国 南北 朝 时 期 的 一 本 数学 著作 里 面 有 一 个 “ 物 不 知 数 ” 问 题 :“ 今 有 
物 ,不 知 其 数 , 三 三 数 之 剩 二 ,五 五 数 之 剩 三 ,七 七 数 之 剩 二 , 问 物 几 何 ?” 这 就 是 要 求解 线性 
同 余 方 程 组 


Tz 三 2(mod 3) 
Zz 三 3(mod 5) 
ZT 三 2(mod 7) 
中 国 剩余 定理 (Chinese remainder theorem) 设 正 整数 ,mm2,… ,m4 两 两 互 素 , 则 线性 
同 余 方程 组 
三 a (mod m1) 


三 as (mod ms) 


Ta, (mod mx) 


i 


有 整数 解 , 且 在 模 汉 二 mms…mx 下 解 是 唯一 的 , 即 任 意 两 个 解 都 是 模 mx 同 余 的 . 
记 M.=7 i=1,2 ,sk 由 于 gcd (M; ,mi) 二 1, 存 在 整数 zx; 使 得 Mi;zx; 二 1(mod m;)， 


i 二 1,2,…,k. 取 
X=aMizitas Mzst ar Mre 
即 满足 上 述 线性 同 余 方程 组 . 

在 “ 物 不 知 数 ” 问 题 中 ,办 一 3。5。7 王 105,M 一 35,M: 一 21,Ms 一 15. 而 35。2 三 
1(mod 3),21。 1 三 1(mod 5),15。 1 三 1(mod 7) ,于 是 疡 一 2,z 一 1,zs 一 1, 所 以 z 一 2 。 
35。2 十 3。21。1 十 2。15。1 王 233. 在 模 m= 二 105 下 解 是 23, 这 是 最 小 解 . 请 注意 还 有 
他 解 . 

1978 年 发 布 的 RSA(Rivest-Shamir-Adleeman) 公 和 钥 密 码 的 基础 是 Euler 定理 ,其 安全 
性 依赖 于 大 数 的 因数 分 解 的 困难 性 ,该 方法 综合 利用 了 素数 .Euler 函数 、 ee 互 素 、 线 
性 同 余 方程 等 ,有 关内 容 ,参见 文献 [23]. 

对 于 A 上 的 关系 ,有 一 个 特别 重要 的 关系 :A 上 的 恒 等 关系 I4 ,其 定义 如 下 . 

【定义 2-2】 设 A 是 集合 , 称 RA={(z,z)|zEA} 为 A 上 的 恒 等 关 系 . 

【 例 2-5〗】 设 A={a,oc,d), 则 有 =({(aya), (0) ,cc), dd)} 是 A 上 的 便 等 关系 . 

注意 {(a,a),(5,6),(c,c)) 不 是 A 二 {a,b,c,d) 上 的 恒 等 关 系 . 

由 前 面 的 讨论 知 , 通 常 一 个 集合 到 一 个 集合 的 关系 非常 多 ,但 在 一 个 实际 问题 中 ,需要 
ee 
下 面 的 几 个 关系 的 定义 . 

【 例 2-6】 设 尺 是 复数 集合 C 上 的 关系 ,定义 如 下 : 

xzRy 当 且 仅 当 zx 一 y= 二 a 十 i 


并 


其 中 ec, 4 为 非 负 整数 . 
【 例 2-7】 设 R 是 非 零 复 数 集合 C* 二 C 一 {0)} 上 的 关系 ,定义 如 下 : 
(zx 十 yDR(u 十 vi) 当 且 仅 当 xx 之 0 
【 例 2-8〗】 设 A 是 正 整 数 的 序 偶 组 成 的 集合 A 二 {(z,y)1z,y 是 正 整 数 } ,定义 A 上 的 
关系 及 如下: 
(Cz39)R(wusv) 当 且 仅 当 vw = 二 
【 例 2-9】 设 A=P({a,b,c)), 定 义 A 上 的 关系 R 如 下 : 
= EA 


2.1.3 关系 的 定义 域 和 值 域 
【定义 2-3】 设 RCAXB,R 的 定义 域 (domain) 是 由 所 有 (xz,y) ER 中 的 xz 组 成 的 集 


合 , 即 
domR = 二 {x | 存在 y€ B, 使 (zx,y) € R} 
尺 的 值 域 (range) 由 所 有 (x,y)ER 中 的 y 组 成 的 集合 为 
ranR 二 {y | 存在 x € A, 使 (zx,y) € R} 
显然 , 若 RSCAXB, 则 domRSA,ranRSB. 就 例 2-2 来 说 ,domR 一 {2,3),ran 尺 一 
4 
ee 


【 例 2-10】〗】 设 A={1,2,3,4),R 是 A 上 的 关系 ,定义 如 下 : 
R= {(z,y) | xz,y E€E A 且 (y 一 z)/2 是 整数 } 
试 求 出 R 以 及 domR 和 ranR. 
解 ” 由 已 知 , 有 R={(1,1),(1,3),(2,2),(2,4),(3,1),(3,3),(4,2),(4,4)} ,进一步 
得 出 domR={1, 2, 3, 4}, ranR={1, 2, 3, 4}. 


2.1.4 关系 的 表示 


前 面 介绍 的 是 关系 的 集合 表示 . 对 于 有 限 集合 A 和 B, 以 及 A 到 B 的 关系 尺 , 为 了 更 直 
观 地 理解 关系 尺 ,特别 是 后 面 要 学 习 的 关系 的 性 质 等 有 关内 容 , 需 要 掌握 关系 R 的 关系 图 
Ga 表示 . 同时 ,为 了 用 代数 知识 处 理 关 系 以 及 借助 于 计算 机 处 理 关 系 , 需 要 掌握 关系 R 的 
关系 矩阵 MR 表示 . 

1. 关系 图 (graph of relation) 

分 两 种 情形 讨论 关系 图 的 画 法 . 

情形 1 R 是 A 到 B 的 关系 (包括 R 是 A 上 的 关系 ). 通常 将 集合 中 的 所 有 元 素 用 点 
(小 的 空心 点 或 实 点 ) 表 示 ,集合 A 画 在 左边 ,集合 B 画 在 右边 ;车 (zx,y) ER, 则 从 集合 A 中 
的 元 素 x 到 集合 B 中 的 元 素 y 画 一 条 有 向 弧 ( 通 常 称 为 有 向 边 ). 所 画 出 的 图 形 就 是 关系 
R 的 关系 图 CR. 

【 例 2-11〗】 设 A={a,6b,c,d},B={1,2,3},A 到 B 的 关系 R 取 为 

= {(a,2),(a,3),(c,2),(d,2)} 

则 关系 R 的 关系 图 Gr 如 图 2-1 所 示 . 

情形 2 R 是 A 上 的 关系 .可 以 按 情形 1 进行 处 理 , 但 通常 只 将 集合 A 中 所 有 的 元 素 用 
点 (小 的 空心 点 或 实 点 ) 表 示 , 画 到 一 块 ,点 与 点 之 间 没 有 顺序 关系 ; 若 (z,y)ER, 则 从 元 素 
Zz 到 元 素 y 画 一 条 有 向 边 . 所 画 出 的 图 形 就 是 关系 尺 的 关系 图 Gk. 

【 例 2-12〗 设 A={a,b,c,d}),A 上 的 关系 R 取 为 

R= Lab ae (era dre (dd)} 

则 关系 R 的 关系 图 Gr 如 图 2-2 所 示 . 


ge 


图 2-1 图 2-2 


在 画 关系 图 时 ,集合 A( 及 集合 B) 中 所 有 元 素 都 要 用 一 个 点 表示 ,如 图 2-1 中 的 元 素 
0 及 元 素 1. 只 要 (zx,y) ER, 则 都 要 从 元 素 x 到 元 素 y 画 一 条 有 向 边 ,这 意味 着 ,关系 R 中 有 
多 少 个 序 偶 , 则 在 关系 图 Gr 中 就 有 多 少 条 有 向 边 ,特别 要 注意 的 是 图 2-2 中 元 素 4 到 4 的 
一 条 有 向 边 , 它 又 称 为 d 到 4 的 一 个 环 (或 自 环 ). 
sr 通 训 寺 


2. 关系 矩阵 Cmatrix of relation) 
在 求 关系 矩阵 时 ,不 需要 分 成 上 述 两 种 情形 讨论 . 令 A= {ziyz,，…zn}, 了 一 
{yy ya，"…*，yn}( 对 于 A 上 的 关系 RR,， 有 B= 二 A), 对 于 给 定 的 A 到 B 的 关系 尺 , 其 关系 矩阵 
Ma 二 (ms )w 是 一 个 mXn 答 了 泗 , 其 中 
加 ls (zi3%)ER 
wm 《站 全民 
若 将 矩阵 写成 通常 的 表格 形式 , 则 如 表 2-1 所 示 . 
表 


2-1 
1 yz », 
Xl m1 D12 Dn 
Xz M121 7122 Pon 
过 Tml Tm2 eo Wi 


【 例 2-13】 写 出 例 2-11 所 给 出 的 关系 R 的 关系 矩阵 Mk. 


解 1 
wi 1 1 
blo 0 0 
i 
LO 1 0 
【 例 2-14】 写 出 例 2-12 所 给 出 的 关系 R 的 关系 矩阵 MR. 
解 a 二 远 
erO 1 li 0 
wo ovo 
lr Wm mo 
alo G: YY Lie 


需要 说 明 的 是 ,任何 A 到 B 的 关系 RR, 令 X= 二 A UB. 则 R 可 看 作 X 上 的 关系 ,这 是 因 
为 由 RCSAXB, 很 容易 可 推出 RSE(A UB)Xx(AUB)=XXX. 


2.1.5 函数 的 关系 定义 


最 后 ,借助 于 关系 (关系 是 集合 ) 可 以 对 函数 给 出 一 个 严格 定义 . 在 定义 之 前 , 先 结合 一 
个 具体 的 函数 例子 ,看 一 看 是 如 何 将 函数 转换 为 关系 的 . 

【 例 2-15】 设 集合 A={a,b,c},B=={1,2,3}), 令 f:A 一 B, 定 义 如 下 ; f(a)=2， 
了 (6) 二 3,f(c) 二 3. 以 前 是 将 仅仅 看 作 是 一 个 函数 符号 ,现在 将 f 看 作 是 一 个 关系 符号 : 
车 F(z) 一 y, 则 规定 (z,y)E 于 是 ,有 

f= {(a,2),(6,3),(c,3)} 

显然 , 若 f:A 习 B, 则 f 是 集合 A 到 B 的 一 个 关系 . 但 不 是 任何 一 个 集合 A 到 B 的 关系 

都 可 构成 集合 A 到 B 的 函数 的 ,例如 R={(a,2),(a,3),(c,3)}. 


vc 


车 f:A 一 B, 则 根据 函数 的 定义 知 ,由 三 所 得 到 的 关系 满足 两 个 条 件 : 

(1) domf 二 A: A 中 任意 元 素 都 有 B 中 元 素 与 之 对 应 . 

(2) 对 于 任意 zEA, 若 (zx,y1)Ef 且 (zx,yz)Ef,; 则 yi 二 yz: 一 个 TEA 只 能 有 了 唯一 的 
y 与 之 对 应 . 

当然 , 反 过 来 知道 ,满足 上 述 (1) 及 (2) 的 A 到 B 的 关系 是 A 到 B 的 函数 . 因此 ,借助 于 
关系 给 函数 下 如 下 定义 . 

【定义 2-4】 设 A,B 是 集合 ,f 是 A 到 B 的 关系 , 若 f 满足 下 面 两 个 条 件 : 

(1) domf=A. 

(2) 对 于 任意 xzEA, 车 (x,y)Ef 且 (zx,ys)Ef, 则 yi 二 ys( 单 值 性 ), 则 称 f 为 A 到 B 
的 函数 . 

车 f 为 A 到 B 的 函数 ,与 第 1 章 一 样 , 记 为 f:A 一 B. 

注意 记号 f:A 一 B 与 /CAXB 的 区 别 . 

函数 的 这 种 定义 与 第 1 章 所 给 的 定义 ,本 质 上 是 相同 的 .前面 提 到 ,集合 是 现代 数学 中 
的 最 基本 概念 ,意味 着 其 他 概念 都 可 以 借助 于 它 加 以 定义 . 同时 ,函数 的 关系 定义 ,有 效 地 避 
开 了 “对 应 ”这 个 不 容易 交代 清楚 的 概念 . 

显然 ,关系 是 函数 的 推广 . 这样 ,以 前 的 函数 符号 就 是 关系 符号 ,也 就 是 集合 符号 . 要 求 
大 家 能 转变 观念 ,可 以 将 第 1 章 第 2 节 例 1-5 写 出 的 8 个 函数 用 关系 表示 出 来 ;也 要 求 大 家 
对 于 给 定 的 A 到 B 的 关系 能 判断 出 是 否 是 A 到 B 的 函数 . 

【 例 2-16】 判断 自然 数 集合 N 上 的 下 列 关 系 能 否 构 成 函数 . 

(1) f={(zx,y)|z,yEN,z+y<5)}. 

(2) /二 {(x,y)|z,yEN,y 为 小 于 等 于 x 的 素数 个 数 },p 是 素数 (prime) 或 质数 是 指 
bp>1 且 zp 的 正 的 公约 数 只 能 是 1 或 它 本 身 . 

解 (1) 显然 ,(2,1)Ef,(2,2)E€ 了 ,不 满足 单 值 性 要 求 , 所 以 f 不 可 能 构成 函数 . 

(2) 对 于 任意 zxEN, 满 足 小 于 等 于 xz 的 素数 个 数 是 唯一 的 , 且 一 定 属于 N, 即 与 x 对 应 
的 y 是 唯一 的 ,根据 函数 的 关系 定义 ,(1) 和 (2) 都 满足 , 故 f 是 N 上 的 函数 . 


习 题 2.1 


1. 试 举 出 两 个 熟悉 的 3 元 关系 的 例子 . 

2. 设 A 二 {a,b), 试 求 出 所 有 A 上 的 关系 ,并 验证 定理 2-1 的 结论 . 

3. 设 A={0,1,2,3,4},A 上 的 关系 RR 二 { (zx,y) |x 二 y 十 1 或 y 二 x/2} ,试用 列举 法 求 出 R. 
4. 

5. 


分 别 判断 下 列 各 式 是 否 正确 :416, 3| 一 12, 一 310,0| 一 3,010,2| 一 2, 一 2|2. 
对 于 任意 整数 xz,y,z,m 和 nn ,证明 以 下 结论 . 
(1) 若 xly 且 ylzx,; 则 z=y 或 += 一 y. 
(2) 若 地 ly 且 y|z* 则 工 |z， 
(3) 若 zly 且 zz|z, 则 z| (my 十 nz). 
6. 如 果 关 于 z 的 整 系数 方程 wz 习 十 az :十 … 十 waiz 十 一 0 有 为 整数 的 根 4, 则 Xla,. 
7. 设 mm 为 正 整 数 ,证 明 
(1) 对 于 任意 XE2Z,zx 尘 x(mod m). 
吉首 丰 记 


(2) 对 于 任意 v,<EZ, 若 zx 二 y(mod m), 则 y 夺 x (mod m). 

(3) 对 于 任意 zx,y,xEZV, 关 Xx 三 y(mod m) 且 y 寺 xz(mod m), 则 工 志 zxz(mod m). 

8. 证 明 : 若 a 三 b(mod m) 且 cc 三 d(mod m), 则 

(1) 对 任意 zx,yEZ,ar+cy 夺 bx 十 dy(mod m). 

(2) acbd (mod m). 

(3) 对 于 任意 正 整 数 n,a" 圭 六 (mod m). 

(4) 对 于 任意 整 系数 多 项 式 f(x) ,f(a) 三 f(b) (mod m). 

9. 证 明 威 尔 逊 定理 : p 为 素数 的 充 要 条 件 是 (p 一 1)! 寺 一 1(mod p). 

10. 证 明 欧 拉 定 理 : 车 a 与 n 互 素 , 即 gcd(a, nn) 二 1, 则 ar"” 圭 1(mod n), 其 中 p(n) 欧 


11. 线性 同 余 方 程 ax 三 b(mod m) 有 解 的 充 要 条 件 是 gcd(a, m)1b. 
12. 证 明 中 国 剩余 定理 : 设 正 整数 mi ,ms,… ,mx 两 两 互 素 , 则 线性 同 余 方程 组 


ZT 三 a (mod m1) 


三 as (mod m,) 


a (mod mi) 

有 整数 解 , 且 在 模 汉 二 mmo…m 下 解 是 唯一 的 , 即 任意 两 个 解 都 是 模 m 同 余 的 . 

13. 对 于 如 下 给 出 的 4 个 关系 ,用 列举 法 求 出 所 给 关系 R,domR,ranR, 夯 出 R 的 关系 
图 Gr, 写 出 R 的 关系 矩阵 Mk. 

(1) A={0,1,2,3,4,5,6},R={(zx,y)|z>2 有 zly}. 

(2) A=1{0,1,2,3,4,5} ,R={(zx,y)|1<zx—y<2}. 

(3) A=1{2,3,4,5,6},R={(zx, y)|gcd(zx, y)=1}. 

(4) A=={0,1,2,3,4,5,6} ,R= 二 {(zx,y) 1x 之 y 且 y 是 素数 }. 

14. 指出 图 2-3 一 图 2-6 的 关系 图 所 给 出 的 关系 尺 是 和 否 是 A 到 B 的 函数 ,为 什么 ? 


图 2-3 图 2-4 
Ti | 
| | 
图 2-5 图 2-6 


vd 


15. 判断 实数 集合 R 上 的 下 列 关系 能 和 否 构成 函数 . 
(1) f={(z,y)|r,yER,r=y). 
(2) 一 {((zy,y)|zyER,y 一 z2)}. 


2.2 关系 的 运算 


讨论 关系 的 运算 是 为 了 从 已 知 的 关系 得 出 新 的 关系 . 
2.2.1 关系 的 集合 运算 


根据 关系 的 定义 知 ,关系 就 是 集合 . 所 以 在 第 1 章 中 所 给 出 的 集合 的 五 种 常见 运算 , 关 
系 也 有 . 

设 R 和 S 是 集合 A 到 B 的 关系 , 即 R,SCAXB, 则 关系 的 并 、 交 、 补 、 差 及 对 称 差 ( 环 
和 和) 运算 

RU S,RN S,R,R—S,R@®OS 

就 是 相应 的 集合 运算 , 其 运算 性 质 就 是 集合 的 运算 性 质 . 

显然 只 要 R,SCAXB, 就 有 RUS,RN 站 S,R,R 一 S,R 忽 SCAXB. 特 别 地 ,车 尺 和 S 是 
集合 A 上 的 关系 , 则 其 集合 运算 后 仍 为 A 上 的 关系 . 

注意 若 RCAXB, 因 为 A 到 B 的 全 关系 为 AXB, 它 就 是 讨论 集合 时 的 全 集 ,所 以 
R=AXB 一 R. 若 RCAXA,AXA 是 A 上 的 全 关系 ,这 时 玉 二 AXA 一 R. 

【 例 2-17】 设 A={2,3,4}, 令 尺 为 A 上 的 整除 关系 ,S 为 A 上 的 小 于 关系 ,分 别 计算 
RUS,RNMS,R.R—S,RODS. 

解 ” 先 求 出 R 和 5S: 


= {(2,2),(2,4),(3,3),(4,4)} 
S= {(2,3),(2,4);(3.4)} 
再 计算 RUS,RNMS,R,R 一 S,R 甸 S: 
RU = 0A 
RMS:=({(274)) 
R=AXAR= (D3 (02 C452).(35 DD aCe 
R—S={(2,2),(3,3),(4,4)} 
RBS=(R—S)U (S—R) = {(2,2),(3,3),(4,4)} U {(2,3), (3,4)} 
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2.2.2 关系 的 逆 运 算 


车 z+ 与 y 有 关系 及 ,这 时 y 与 x 之 间 的 关系 就 是 R 的 逆 关 系 . 
【定义 2-5】 设 RCAXB,.R 的 逆 关 系 (inverse)R ! 定 义 为 
R= {(yx) | (xsy) € R} 
显然 ,车 RSAXB, 则 R71 是 集合 B 到 A 的 关系 , 即 RSBXA. 在 本 书 中 ,R 的 逆 关 
系 不 用 符号 R° 表示 ,是 考虑 到 逆 关 系 R7 在 一 定 的 条 件 下 可 以 构成 逆 函 数 . 
很 容易 知道 ,大 于 关系 “二 ”的 逆 关 系 就 是 小 于 关系 “二”, 即 有 > 一 一 所 ,如 3 之 2, 则 
人 


2 一 3; 集 合 包含 关 系 “ 王 ”的 着 关系 是 “之 ”, 即 三 一 一 之 ,如 ASB, 则 B 之 A; 关 系 “z 是 y 的 
老师 ”的 逆 关 系 是 “y 是 xz 的 学 生 ” 等 . 再 举 一 个 例子 . 

【 例 2-18〗】 设 A={a,b,c,d},B 二 {1,2,3), 若 R={(a,3),(c,2), (a,2),(b,2))，, 
求 扩 ~ 

解 ” 容 易 知道 ,R-!1={(3,a),(2,c),(2,a),(2,6)}). 

根据 给 定 的 关系 R 的 关系 图 Gx ,很 容易 画 出 其 逆 关 系 R -的 关系 图 Ga-: ;从 关系 尺 的 
关系 矩阵 MR ,很 容易 求 出 其 逆 关 系 R” 的 关系 矩阵 Mg-: ,请 读者 自己 总 结 其 规律 . 

下 面 讨 论 关 系 逆 运算 的 性 质 . 

由 逆 运 算 的 定义 , 易 知 : 

【定理 2-2】 (R-!)-!=R. 

下 面 的 定理 给 出 的 是 逆 运 算 与 关系 的 集合 运算 之 间 的 性 质 . 

【定理 2-3】 设 R,SCAXB, 则 下 列 结论 成 立 . 

CD RUSY =R US 

C2 RS =R (NS, 

(3) (R)-=R-. 

证 只 证 明 (1), 其 余 留 作 练习 . 

先 证 明 (RUS)-!1CR-1U S11; 任 意 (u,v) E (RUS)-1!1( 显 然 ,x€B,v€EA), 可 得 出 
(v,u) ERUS, 于 是 (v,u) ER 或 (v,u)E€S9, 从 而 (u,v)ER71! 或 (u,v)ES71, 因 此 ,(u,v)€ 
RS 

上 述 过 程 可 以 反 过 来 ,就 可 以 证 明 R-:US-IGCRUS)-:. 结论 (1) 得 证 . 

至 于 道 运算 与 关系 的 差 及 对 称 差 ( 环 和 ) 运 算 的 有 关 性 质 ,可 以 从 定理 2-3 推出 . 


2.2.3 关系 的 复合 运算 


1. 关系 及 与 关系 $ 的 复合 R°S 

若 z 与 y 有 关系 及, 且 y 与 = 有 关系 S, 这 时 x 与 x 之 间 的 关系 就 是 关系 RR 与 S 的 复合 . 

【定义 2-6】 设 A, B，C 是 集合 , 若 RSEAXB,SSBXxC, 则 关系 尺 与 关系 S 的 复合 
(composition)R。S 定义 为 

R。S= {(z,z)|x € A,z€ C, 存 在 y€ B 使 得 (zx,y) € R,(y,z) ES) 
PAY 先 看 一 个 例子 . 
【 例 2-19】〗 设 A={a,b,c,d},B 二 {1,2,3,4},C 二 {a,B,Y,0} ,A 到 B 的 关系 R 取 为 
R= {(as1),(a,2),(6,2),(d,3),(c,4)} 
B 到 C 的 关系 S 取 为 


S= {(105 (P2560) (9538)} 
试 计算 ReS. 
解 ”根据 复合 运算 的 定义 , 求 出 所 有 的 满足 条 件 的 序 偶 (x, x). 
(1) (a,a) ER。S, 因 为 存在 y= 二 1€ B, 使 得 (a,1) ER,(1,a)€S. 
(2) (a,B)ER。S, 因 为 存在 y= 二 2EB, 使 得 (a.2) ER.,(2,B)ES. 
(3) (a,6) ER。S, 因 为 存在 y 一 2E B, 使 得 (a,2) ER,(2,6)E€S. 
(4) (5,B) ER。S, 因 为 存在 y= 二 2€ B, 使 得 (6,2)ER,(2,B)ES. 


ve 


(5) (5,6) E ReS, 因 为 存在 > 一 2EB, 使 得 (0,2)ER,(2,0)E S. 
(6) (d,p)ER。S, 因 为 存在 y 王 3E 了 ,使 得 (4d,3)ER,(3,p) ES. 
于 是 ,Re*S={(aya), (a,pB), (a,0),(5,B),(6,0),(d,B)}. 
借助 于 关系 图 ,可 以 用 图 2-7 来 理解 上 面 所 给 出 的 例子 . 


图 2-7 


在 这 个 例子 中 需要 注意 的 是 ,虽然 有 (c,4)ER, 但 不 存在 (4,z)ES, 所 以 ,不 存在 
(cz)ER"S, 这 是 初学 者 要 注意 的 问题 . 

由 复合 运算 的 定义 可 知 ,车 RCAXB,SCBXC, 则 ReSCAXC, 即 ReS 是 集合 A 到 
C 的 关系 . 

也 可 以 借助 于 一 些 例子 去 理解 关系 的 复合 : 若 x+ 是 y 的 母亲 , > 是 x 的 妻子 , 则 z 是 
z 的 岳母 ; 若 x 是 y 的 父亲 ,y 是 > 的 父亲 , 则 xz 是 x 的 祖父 . 自己 可 以 再 举 出 一 些 类 似 的 例 
子 , 以 帮助 我 们 理解 两 个 关系 的 复合 . 

需要 注意 的 是 ,不 是 任意 两 个 关系 都 可 以 求 复合 的 . 根据 复合 运算 的 定义 知 ,只 有 在 
RCAXB,SCBXxC 时 ,有 一 个 公共 的 集合 B,R。S 才 有 意义 . 换 句 话说 ,即使 Re*S 有 意义 ， 
不 能 保证 S*R 有 意义 . 就 上 面 所 举 的 例 2-19 来 说 ,虽然 ReS 有 意义 ,但 S*R 没有 意义 . 

若 RSEAXB,SSEBXA, 则 RS 及 S*R 都 有 意义 . 特别 地 , 若 R,S 是 A 上 的 关系 , 则 
R。eS 及 S。R 都 有 意义 .但 即使 ReS 及 S。R 都 有 意义 ,也 不 能 保证 ReS==S。R, 见 下 面 的 
例 2-20. 也 就 是 说 ,关系 的 复合 运算 不 满足 交换 律 , 即 一 般 来 说 ， 

SS 天 凡 二 民 
【 例 2-20】 设 A={0,1,2,3},A 上 的 关系 R 和 S 定义 如 下 
R= {(z,y) | zx,y €E Asy = x 二 1 或 y= zx/2} 
S={(z,y) |zyEAz 一 y 十 2) 


计算 R。S 及 S。R. 

解 ” 由 题 意 知 ,R={(0,1),(1,2),(2,3),(0,0),(2,1)},S=={(2,0),(3,1)}, 于 是 有 ， 
R:S={(1,0),(2,1)},S°R={(2,1), (2,0), (3,2)}. 

显然 有 ,R。S 隆 S*R， 所 以 ,在 讨论 两 个 关系 复合 的 时 候 , 要 注意 它们 的 顺序 . 

〖 例 2-21】〗 设 A={a,b,c,d},A 上 的 关系 RR、S 和 工分 别 为 R=={(6,6), (b,c),(c， 
a)},S={(b,a), (cya) (cyd) (dsc)},T = {(a,6), (c, 5) , (d, a)}, 试 计算 (R。S)。T 和 
Re(S°T). 

解 

(1) 由 于 R。S={(b,a),(b,d)}, 于 是 (ReS)°*T={(6,6),(b,a)}. 

(2) 因为 ST={(6,6),(c,6),(cya),(d,0)}, 所 以 Re(SeT)=={(6,6),(b,a)}. 

下 面 讨 论 关 系 复合 运算 的 性 质 . 
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前 面 已 经 知道 ,关系 的 复合 运算 不 满足 交换 律 ,但 可 以 证 明 : 关系 的 复合 运算 满足 结合 律 . 
【定理 2-4】 设 RCAXB,SCBxC,TCCXD, 则 下 式 成 立 
(ReS). T=R°(S.T) 

证 ” 先 证 明 (R。S)。 TCR。e(S。T); 任意 (x,w)E€(R。S)。kT, 由 复合 运算 的 定义 知 ,存在 
zEC 使 得 (zx,x)ER°。°S 且 (xz,w)ET. 再 次 根据 复合 运算 的 定义 知 , 存 在 yEB 使 得 (x,y)€ 
RR 且 (3,z)ES; 因为 (yyz)ES 且 (zx,Ww)ET; 所 以 (yy 媚 )E S。T. 又 因为 (zy)ER， 
于 是 有 (x,w) ER。(S。T). 因 此 ,有 (R*S)。 TER*(S°T). 

类 似 地 ,可 以 证 明 ;R。e(S。T) 己 (R。S)。T. 实 际 上 ,上 述 过 程 可 倒 推 

所 以 ,有 (R*S)。T=R°e(S。T). 

正 因为 关系 的 复合 运算 满足 结合 律 ,所 以 ReS。*T 有 意义 ,可 以 理解 成 (R。S)。°T, 也 可 
以 是 Re(S。T). 

【定理 2-5】 设 RSEAXB,S,TSEBXC, 则 : 

(1) Re (SUT)=(R°S) U (R°:T); 

《2 RelS NTIECRESY TR TN 

证 只 证 明 (2), (1) 留 作 练习 . 

任意 (x,z)ER。e(S 门 T) ,根据 定义 知 ,存在 y€ B 使 得 (x,y)ER,(y,zx)ESNT, 这 时 
(y,z)ES 且 (y,z)ET, 进 而 由 定义 有 (x,z)ER。S 且 (zx,z)ER。T, 于 是 有 (zx,z)E€(R°S) 
站 (R。 了 T). 所 以 结论 成 立 . 

需要 注意 的 是 ,一般 来 说 ,等 式 Re(SN 站 T)==(R。S) 站 (ReT) 不 成 立 , 即 复合 运算 对 关 
系 的 交 运 算 不 满足 分 配 律 . 下面 是 一 个 例子 . 

【 例 2-22】 设 A={a,b,c,d},A 上 的 关系 RS 和 工分 别 取 为 

R= {((a,b),(ayc)},S = {1(6,d)},T = {(c,d)} 
显然 ,SNnT= 名 ,进而 Re(SN 站 T)=, 另 一 方面 ,R*S=R。eT=={(ayd)) 所 以 ,CR S) 站 
(Re:T)={(a,d)}, 因 此 有 Re(SNT) 冯 (RS) 几 (ReT). 

下 述 定理 给 出 复合 运算 与 逆 运 算 之 间 的 关系 . 

【定理 2-6】 设 RSEAXB,SSEBXxC, 则 (R.S)-: 一 S-1。R-1. 

证 ” 先 证 明 (R。S)-!1CS- 1。R-1; 任意 (xuv)E(CR。S)- ,由 逆 关 系 的 定义 有 (wx)E 
R。S, 进 而 存在 yE 了 ,使 得 (u,y)ER,(y,xz)ES. 于 是 ,(y,u)ER-, (xy)ES- ,根据 复合 
运算 的 定义 有 (u,v) E S-1。R-!. 

再 证 明 S- "RE(CR-S) :上 述 过 程 逆 推 即 证 . 定理 得 证 . 

下 述 定理 给 出 复合 运算 与 便 等 关系 之 间 的 一 个 结论 . 

【定理 2-7】 设 RSAXEB, 则 : 

(1) IA* R=R:; 

(2) ReIs=R. 

证 ( 留 作 练 习 ). 

2. 关系 R 的 方 容 运 算 R" 

设 RCAXB, 由 复合 运算 的 定义 知 ,一 般 来 说 R*R 都 没有 意义 ,除非 R 是 集合 A 上 的 
关系 . 为 了 讨论 关系 R 的 方 寒 运 算 (power of relation) ,需要 假定 RCAXA. 


也 


去 ; 
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【定义 2-7】 设 RCAXA, 定 义 R= 二 I,(A 上 的 恒 等 关 系 ),R' 二 R, R" 二 ReR*…*R,n 之 2. 

由 于 关系 的 复合 运算 满足 结合 律 , 上 述 定义 是 有 意义 的 . 需要 注意 的 是 ,关系 RR 是 集 
合 ,n 个 集合 可 以 定义 笛 卡 儿 积 运 算 ,参见 第 1 章 有 关内 容 , 但 这 里 的 R" 是 个 RR 求 复合 运 
算 , 这 根据 上 下 文 不 难 判 别 . 在 很 多 时 候 ,R? 写成 ReR. 

显然 ,对 于 非 负 整 数 m,n, 下 面 的 结论 成 立 . 

【定理 2-8】 设 RCAXA, 对 于 非 负 整 数 m,n, 有 : 

CY 要 二 下 

(C2) WR" Y=R™S 

(3) (R")-!=(R-1)™. 

【 例 2-23〗 设 A= {a,b,c), 集 合 A 上 的 关系 尺 =={(a,65), (b,c),(c,a)}), 试 计算 
R"(n 为 正 整 数 ). 

解 R!==R={(a,b),(b,c), (csa)}, 

R={(a,c),(b,a),(c,b)}, 
Ri={(a,a),(b,b),(c,c)}=1a, 

进而 有 R= 二 Ri。R 二 14°*R 二 R,R’ 二 RI。R? 二 I4°R’ 二 R’ ,继续 该 过 程 知 ,对 于 任意 正 整 
数 有 有 R*=I4,R*t1==R,R*t1?==R?. 

请 注意 , 例 2-23 的 结论 不 是 偶然 的 ,参见 习题 2. 2. 

3. 函数 /与 函数 g 的 复合 fg 

设 f:A 一 B 且 g:B 一 C, 函 数 /与 函数 g 的 复合 记 为 f。g. 由 2.1 节 知 fCSAXB 上 且 
g 夺 BXC, 关 系 f 与 关系 g 的 复合 也 是 记 为 F*g. 它们 是 完全 一 致 的 . 


2.2.4 关系 的 其 他 运算 


在 具体 应 用 中 ,如 在 数据 库 理论 中 ,还 会 涉及 关系 的 其 他 运算 号, 如 关系 的 连接 运算 、 
关系 的 投影 运算 .关系 的 限制 运算 .关系 的 除 运算 等 ,由 于 篇 幅 限 制 和 侧重 点 不 同 ,在 此 不 作 
讨论 . 但 为 了 后 面 讨论 子 格 的 方便 ,用 较 小 的 篇 幅 介绍 关系 限定 运算 中 的 一 种 特殊 情况 : 关 
系 在 一 个 子 集 上 的 限定 . 

【定义 2-8】 设 R 是 集合 A 上 的 关系 ,B 是 A 的 子 集 , 则 R 在 B 上 的 限制 为 

Rls={(zx,y) | xz,y E BAG(z,y) € R} 

将 B 上 的 关系 Rls 仍 记 为 R. 

【 例 2-24】 设 A={asbscydse,f,8},A 上 的 关系 R=LU {(g,d), (g; 5b), (gs; a)， 
了 
B={a, b,c,，d,g}), 则 R 在 B 上 的 限制 为 

ood a ,0 0 (es Ne 0 LD PO Ce LE 2 ON Ph Oo Dd 

后 面 在 讲 了 关系 的 性 质 后 ,还 要 学 习 关 系 的 3 种 闭 包 运算 ,它们 分 别 是 自 反 闭 包 7(R)、 
对 称 闭 包 s(R) 和 传递 闭 包 z(R). 

在 C 语 言 中 所 出 现 的 关系 符号 按 数学 方式 写 有 小 于 “<”、 小 于 等 于 “<”、 大 于 “二 ”、 大 
于 等 于 “这 ”等 于 “一 ”和 不 等 于 “天 ”6 个 符号 . 所 涉及 的 关系 表达 式 轩 实际 上 是 判断 两 个 元 

a 


T 


素 是 否 有 关系 ,因而 有 一 个 逻辑 值 . 
思考 ”关系 的 计算 机 表示 及 关系 运算 如 何 实现 ? 


习 题 2.2 


1. 设 A={0,1,2,3} ,A 上 的 关系 R 和 S 分 别 为 
R={(x,y)|x,yEA,z+y=3} 
S={(z,y)|r,yEA,y—zx=1} 

试 计算 RUS,RNMS,R,R 一 S,S 一 R,RG®S. 

2. 设 R,SSAXB, 则 下 列 结论 成 立 . 

CN = 

i 

(3) (有 R 一 S) 一 一 R-! 一 S-1. 

(4) (RDS)-!=R-1DS. 

3. 设 A={a,b,c,d),A 上 的 关系 R 和 S 分 别 为 

R= (hb (Bs Cova 
S= {(b,a),(c,a), (c,d),(d,c)} 
试 计算 R-1,S-!,R。S,S°R,R’,S’,R°S°R,S°R’. 

4. 设 R 是 A 上 的 关系 ,如 是 A 上 的 空 关系 ,证 明 ReD=BeR= 2. 

5. 设 REAXB,S,TCBXC, 则 Re(SUT)=(R。S) U(R。T), 试 证 明之 . 

6. 设 STSEAXB,REBXC, 则 (CSmnT)。RSE(CS。R) mCT。R) ,并 举例 说 明 不 能 将 

“三 ? 改 为 “一 ” 

7. 设 REAXEB, 则 

(1) IaA°* R=R. 

(2) Re1s=R. 

8. 设 R,S 和 本 为 集合 A 上 的 关系 ,车 SST, 证 明 ReSCR。T. 

9. 设 RSCAXA, 对 于 非 负 整数 m, 有 (R”)-!==(R-1)”. 

10. 设 |A|=n,R 是 A 上 的 关系 , 则 存在 自然 数 i, j 使 得 R'==Ri, 其 中 0<i<j<<2”. 


11. 设 A={a,b,c,d),A 上 的 关系 为 R={(65,6),(b,c) (cs,a)), 试 计算 【JR". 
n=1 


12. 设 R 和 S 是 集合 A 上 的 关系 且 R。S=. 
(1) 若 A 是 有 限 集合 , 则 R 和 S 都 是 A 上 的 双 射 . 
(2) 举例 说 明 , 若 A 是 无 限 集合 , 则 R 和 S 不 一 定 是 A 上 的 双 射 . 


2.3 关系 的 性 质 


前 面 定义 的 关系 是 一 般 的 关系 ,但 在 实际 问题 中 ,我 们 感 兴趣 的 是 具有 某 种 或 同时 具有 
某 几 种 特殊 性 质 的 关系 . 
对 于 集合 A 上 的 关系 尺 己 AXA, 最 常见 的 关系 RR 的 性 质 有 5 种 ,分 别 介 绍 如 下 . 
“Sl] 二 


2.3.1 自 反 性 


【定义 2-9】 设 RSEAXA, 若 对 于 任意 zxEA, 均 有 (Cz,z)ER, 即 zRz, 则 称 尽 为 A 上 
的 自 反 关系 ,或 称 尺 在 A 上 是 自 反 的 ,或 称 RR 在 集合 A 上 具有 自 反 性 (reflexive property). 

【 例 2-25】〗】 设 A={a,b,c,d},A 上 的 关系 

= Ua aD bb (ee temyr (ds dy} 

是 自 反 的 , 因为 对 于 任意 zxEA, 均 有 (z,z)ER. 

需要 注意 的 是 ,R 是 否 为 A 上 的 自 反 关 系 , 只 需 判 断 是 否 A 中 任意 元 素 x, x 与 x 都 有 
关系 R. 于是, 若 R 取 为 {(aya) ,Casb),(60,60) ,cc), ca)) 则 因为 CEA, 而 (dg,d)ER, 它 
不 是 自 反 的 . 另外 , 若 关 系 尺 取 为 R= 二 {(a,a),(6,0),(c,yc),《c,a),(d,d)), 则 它 仍 是 自 反 
的 , 它 与 (a,0) 是 否 属于 RR 无关. 

整数 集合 Z 上 的 整除 关系 “1” 是 自 反 的 ;集合 X 的 竹 集 P(X) 上 的 包含 关系 
“C” 是 自 反 的 ;实数 集合 R 上 的 小 于 等 于 关系 “二 ”是 自 反 的 ;实数 集合 R 上 的 小 于 关系 
“<<” 不 是 自 反 的 . 

下 面 的 定理 给 出 判断 R 自 反 的 充 要 条 件 . 

【定理 2-9】〗 设 RSCAXA, 则 R 在 A 上 自 反 的 充 要 条 件 是 I4SR, 其 中 I 是 A 上 的 恒 

证 只 需 注意 到 14 二 {(x,x)|xEA} 即 可 . 

显然 , 空 集 名 上 的 关系 只 有 空 关系 如 一 个 ,该 空 关系 如 是 空 集 如 上 的 自 反 关系 ,因为 
A 二 多 ,所 以 = 二名 ,而 R= 名 ,这 时 有 ER 南 绩 施 反 立 过 匡 一 种 非常 特殊 的 情况 . 

在 关系 图 Gr 中 , 若 每 一 个 点 处 都 有 一 个 环 ( 自 环 ), 则 尺 是 自 反 的 ,和 否则 只 要 在 某 一 
EE 点 处 没有 环 , 则 R 不 是 自 反 的 . 例 2-25 所 给 R 的 关系 如 图 2-8 


所 示 . 
(5 从 尺 的 关系 矩阵 MaR 去 判断 , 若 Mx 中 主 对 角 线 元 素 全 为 1， 
则 RR 是 自 反 的 ; 若 Mx 中 主 对 角 线 元 素 不 全 为 1( 即 至 少 有 一 
O 素 为 0), 则 RR 不 是 自 反 的 . 例 2-25 所 给 R 的 关系 矩阵 为 
ed 


(3 i 
0 1 0 0 
图 2-8 MR | 
0 0 0 1 
对 于 初学 者 来 说 ,关系 性 质 的 判定 不 是 很 容易 的 . 正确 理解 概念 是 至 关 重 要 的 . 
2.3.2 反 自 反 性 


【定义 2-10】 设 RSCAXA, 若 对 于 任意 zxEA, 均 有 (xz,x) KR, 则 称 R 为 A 上 的 反 自 
反 关 系 ,或 称 R 在 A 上 是 反 自 反 的 ,或 称 R 在 集合 A 上 具有 反 自 反 性 (irreflexive property). 
【 例 2-26】〗 设 A={a,b,c,d},A 上 的 关系 
R= {(bya) (asb) (bye) (csrd) (ca)} 
是 反 自 反 的 , 因为 对 于 任意 xEA, 均 有 (x,zx) RR. 
注意 RR 是 否 为 A 上 的 反 自 反 关 系 , 只 需 判 断 是 否 A 中 任意 元 素 工 , 工 与 工 都 没有 关 
“人 


系 尺 .于 是 ,在 例 2-26 中 , 若 尺 取 为 {(asa),(asb),(byc),《csd),(c,a)), 则 因为 aEA, 而 
(a,a)ER, 它 不 是 反 自 反 的 . 另外, 若 关 系 尺 取 为 {(b,a),(b,c),(c,d),(c,a)), 则 它 仍 是 反 
自 反 的 , 它 与 (a,b) 是 否 属 于 尺 无 关 . 

整数 集合 Z 上 的 整除 关系 “1” 不 是 反 自 反 的 ;集合 X 的 窒 集 P(X) 上 的 包含 关系 “ 守 ” 
不 是 反 自 反 的 ;实数 集合 R 上 的 小 于 等 于 关系 “三 ”不 是 反 自 反 的 ;实数 集合 R 上 的 小 于 关 
系 “ 二 ”是 反 自 反 的 . 

下 面 的 定理 给 出 判断 R 反 自 反 的 充 要 条 件 . 

【定理 2-10】” 设 RCAXA, 则 RR 在 A 上 反 自 反 的 充 要 条 件 是 14 站 R= 名 ,其 中 I 是 
A 上 的 恒 等 关 系 . 

证 ( 留 作 练习 ). 

显然 , 空 集 忆 上 的 空 关系 必 也 是 其 上 的 反 自 反 关系 ,因为 A 二 多 ,所 以 及 一 好, 而 及 一 
多 ,这 时 有 I4 门 R= 名, 故 结论 成 立 .于 是 , 空 集 名 上 的 空 关系 如 既是 自 反 的 ,也 是 反 自 反 的 . 
下 面 所 举 的 关系 既 不 是 自 反 的 ,也 不 是 反 自 反 的 . 

【 例 2-27】 设 A={a,b,c,d}),A 上 的 关系 

R= {(ara) (tab)s (bb (cd)s ema)} 

因为 对 于 cE A, 有 (cs,c) 儿 R, 所 以 R 不 是 自 反 的 ;因为 4a€E A, 有 (a,a)ER, 所 以 RR 不 是 反 自 
反 的 . 

例 2-25 ti 例 2-26 给 出 的 是 反 自 反 但 不 是 自 反 
的 关系 例 

a 中 ,车 每 一 个 点 处 都 没有 环 , 则 R 是 反 自 反 的 ,否则 只 要 在 某 一 个 点 处 有 
环 , 则 尺 不 是 反 自 反 的 . 例 2-26 所 给 R 的 关系 图 ,如 图 2-9 所 示 . be—— ed 

从 尺 的 关系 矩阵 MR 去 判断 , 若 Me 中 主 对 角 线 元 素 全 为 0, 则 
尺 是 反 自 反 的 ; 若 Mx 中 主 对 角 线 元 素 不 全 为 0( 即 至 少 有 一 个 元 素 为 1)， 
则 尺 不 是 反 自 反 的 . 例 2-26 所 给 尺 的 关系 矩阵 为 
0 0 


0 1 
1 0 1 
ME | qo 0 
0 0 0 


2.3.3 ”对称 性 


【定义 2-11】 设 RSEAXA, 对 于 任意 z,yEA, 如 果 (z,y)ER, 那 么 有 (>y,z)ER, 则 称 
RR 为 A 上 的 对 称 关系 ,或 称 R 在 A 上 是 对 称 的 ,或 称 R 在 集合 A 上 具有 对 称 性 (symmetric 
property). 

【 例 2-28】〗】 设 A={a,b,c,d) ,A 上 的 关系 

R= (thn) aD (tb be ad 

是 对 称 的 . 

关系 RR 为 A 上 的 对 称 关 系 , 必 须 满足 :只 要 (z,y)ER, 就 一 定 有 (y,z)ER. 于 是 ,IT 中 
的 元 素 不 影响 关系 RR 的 对 称 性 .在 例 2-28 中 , 若 尺 取 为 {(,a),(e,p), (0) ,Cdc)}, 则 因 
为 (d,c)ER, 而 (c,d) KR, 它 不 是 对 称 的 . 
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整数 集合 Z 上 的 整除 关系 “|” 不 是 对 称 的 ;集合 X(|X| 宇 1) 的 笑 集 P(X) 上 的 包含 关 
系 “ 忆 ”不 是 对 称 的 ;实数 集合 R 上 的 小 于 等 于 关系 "不 是 对 称 的 ;实数 集合 R 上 的 小 于 
关系 “所 ?不 是 对 称 的 ;三 角形 之 间 的 全 等 关系 "一 ? 是 对 称 关系 ;整数 集 Z 上 的 模 A 同 余 关 
系 “ 三 ”具有 对 称 性 . 

下 面 的 定理 给 出 判断 R 是 对 称 的 充 要 条 件 . 

【定理 2-11】 设 RSAXA, 则 RR 在 A 上 对 称 的 充 要 条 件 是 R=R-. 

证 〈 留 作 练习 ). 

在 关系 图 中 Gr 中 , 若 每 一 对 不 同 点 之 间 有 边 , 即 有 向 曲线 ,一 定 是 成 对 出 现 的 , 则 尺 是 
对 称 的 ,和 否则 只 要 在 某 一 对 点 处 没有 成 对 出 现 , 则 R 不 是 对 称 的 . 例 2-28 所 给 R 的 关系 图 
如 图 2-10 所 示 . 

显然 ,R 对 称 充 要 条 件 是 Mk 中 元 素 关于 主 对 角 线 对 称 , 即 Mx 对 称 . 例 2-28 所 给 RR 的 


关系 矩阵 为 
Ng 
0 (个 一 
| 
si ED 
下) 
图 2-10 


2.3.4 反对 称 性 


【定义 2-12】 设 REAXA, 对 于 任意 zx,yEA, 如 果 (z,y)ER 且 (y,z)ER, 那 么 一 定 
有 z= 二 y, 则 称 R 为 A 上 的 反对 称 关系 ,或 称 R 在 A 上 是 反对 称 的 ,或 称 R 在 集合 A 上 具有 
反对 称 性 (antisymmetric property). 

关系 及 反对 称 的 等 价 定义 为 : 尽 为 A 上 的 反对 称 关系 是 指 对 于 任意 x,yE A, 若 x+ 隆 y， 
则 (x,y)ER 与 (y,x)ER 不 能 同时 成 立 . 

【 例 2-29】 设 A={a,b,c,d),A 上 的 关系 

R= {(asa) (a,b), (0 5)， (b,c), dyc)) 

是 反对 称 的 . 

根据 反对 称 关 系 的 定义 知 ,I 中 的 元 素 不 影响 其 反对 称 性 , 像 例 2-29 中 的 (a,a)， 
(5,0). 关 系 尺 反对 称 , 则 A 中 任意 两 个 不 同 元 素 x,y, (x,y)ER 与 (y,x)ER 不 能 同时 成 
立 ， 当然 可 以 都 不 成 立 : (zx,y) 儿 R 且 (y,x) FR. 若 R 取 为 {(a,a),(a,b),(6,0), (b,c)， 
(c,0)), 则 因为 6,cEA,b 关 c, 而 (b,c)ER 且 (c.6)ER, 因 此 , R 不 是 反对 称 的 ;同时 ,这 样 
取 的 关系 R 也 不 是 对 称 的 ,因为 (a,56)ER, 但 (5,a) KR. 例 2-28 给 出 的 是 对 称 但 不 是 反对 
称 的 关系 例子 , 例 2-29 给 出 的 是 反对 称 但 不 是 对 称 的 关系 例子 . 再 看 一 个 例子 . 

【 例 2-30】 设 A={a,b,c,d) ,A 上 的 关系 

R= {(aa), (cc))} 

既是 对 称 的 ,也 是 反对 称 的 . 

整数 集合 Z 上 的 整除 关系 “|? 不 是 反对 称 的 ,因为 2| 一 2 且 一 212;X 的 寡 集 PCX) 上 的 
包含 关系 “ 己 ” 是 反对 称 的 ,因为 对 于 任意 A,BEP(X), 若 ACB 且 BCA, 一 定 有 A=B; 实 
数 集合 R 上 的 小 于 等 于 关系 “三 ”是 反对 称 的 ;实数 集合 R 上 的 小 于 关系 “二 ”是 反对 称 的 ， 
为 对 于 任意 zx,yER, 若 zx 天 y, 则 z<> 和 yz 不 会 同时 成 立 . 
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下 面 的 定理 给 出 判断 R 反 对 称 的 充 要 条 件 . 

【定理 2-12〗 设 RCAXA, 则 R 在 A 上 反对 称 的 充 要 条 件 是 RNR CT ,其 中 及 是 
A 上 的 恒 等 关系 . 

证 (1) 假定 尺 反 对 称 . 若 (z,y)ERmR-, 则 (z,y)ER 且 (zy)ER-. 由 (zy)E 
R-1 可 得 出 (y,x)ER. 由 R 反 对称 知 ,x 二 y, 这 时 有 (x,y)E14, 于 是 RNR-1CSIh. 

(2) 假定 RnR-SER. 对 任意 z,yEA, 若 (z,y)ER 且 (y,z)ER, 由 (y,z)ER 可 推 
出 (zy)ER- ,所 以 (zy)ERmR-. 而 RMR-ETI ,于 是 (z,y)Ez ,进而 zx 一 y 根据 反 
对 称 的 定义 知 , R 反对 称 . 

在 关系 图 Gk 中 , 若 每 一 对 不 同 点 处 的 边 都 没有 成 对 出 现 , 则 
R 是 反对 称 的 ,否则 只 要 在 某 一 对 点 处 的 边 成 对 出 现 , 则 R 不 是 反对 小 
称 的 . 例 2-29 所 给 R 的 关系 图 如 图 2-11 所 示 .  ) 

关系 及 反对 称 的 充 要 条 件 是 关系 矩阵 Ma 中 关于 主 对 角 线 对 称 
的 元 素 不 能 同时 为 1. 例 2-29 所 给 R 的 关系 矩阵 为 

1 0 


ce 一 ed 


0 
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Me = 图 2-11 

0 0 0 0 

0 0 1 0 


2.3.5 传递 性 


【定义 2-13】〗 设 RSAXA, 对 于 任意 z,y,zEA, 如 果 (z,y)ER 且 (y,=)ER, 那 么 
(zs)ER, 则 称 尽 为 A 上 的 传递 关系 ,或 称 尽 在 A 上 是 传递 的 ,或 称 尺 在 集合 A 上 具有 传 
递 性 (transitive property). 

【 例 2-31〗】 设 A={a,b,c,d),A 上 的 关系 

及 一 {(aya), (ay bp)， (0)， (OOc) (ayc) ca))》 
是 不 传递 的 , 因为 (c,a)ER 且 (ac)ER, 但 (cc)ER. 
【 例 2-32〗】 设 A={a,b,c,d}),A 上 的 关系 
R= {(aya) (ay p)，(b 8) (bsc) ,Ccsb) (ayc)y (csa) (cc) (bya))} 
是 传递 的 . 

根据 传递 关系 的 定义 ,只 要 (zx,y)ER 且 (y.z)ER, 就 一 定 有 (zx,z) ER, 则 R 是 传递 
的 .在 例 2-31 中 ,虽然 (ae,O)ER 上 且 (0,c)ER, 有 (ayc)ER; 甚 至 (ac)ER 有 上 且 (ca)ER, 有 
(asa)ER, 但 因为 (c,a)ER 且 (ayc)ER, 但 (c,c)FR, 所 以 R 不 传递 . 

整数 集合 ZZ 上 的 整除 关系 “|” 是 传递 的 ;集合 X 的 寡 集 PCX) 上 的 包含 关系 “ 王 ? 是 传 
递 关 系 ; 实 数 集合 R 上 的 小 于 等 于 关系 “ 委 ? 是 传递 的 ;实数 集合 R 上 的 小 于 关系 “二” 是 传 
递 的 . 

下 面 的 定理 给 出 判断 R 传递 的 充 要 条 件 . 

【定理 2-13】〗 设 RSAXA, 则 尽 在 A 上 传递 的 充 要 条 件 是 Re:RER. 

证 (过) 对 于 任意 (zx,z) ER°R, 由 关系 复合 运算 的 定义 知 ,存在 yE A 使 得 (x,y) ER 
且 (y,z) ER. 因 为 R 传递, 所 以 (x,z)ER, 于 是 ReRCR. 

( 夺 ) 对 于 任意 zx,y,zEA, 设 (zx,y)ER 且 (y,z) ER, 由 关系 复合 运算 的 定义 知 
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(ZX,z)ER°R. 因 为 Rr*RCR, 所 以 (rz,z)ER, 故 RR 传递 . 
【 例 2-33〗】 设 A={a,b,c,d},A 上 的 关系 
R={(a,.b),(a,c)} 
be 一 一 ea 是 传递 的 , 因为 经 计算 知 ReR= 二 如 ,显然 有 R*RCR. 值 得 特别 注意 的 是 ， 
不 能 因为 (a,5) ER, 而 没有 (5,c) ER 之 类 ,就 认为 R 不 传递 . 若 取 
R= {(a,b)} 

则 R 也 是 传递 的 . 

Vs 在 关系 图 Gr 中 ,对 任意 的 x,y,zEA, 只 要 x 到 y 有 边 且 y 到 > 有 边 ， 

图 2.12 ”就 一 定 有 xz 到 > 有 边 , 则 R 是 传递 的 .假设 关系 RR 的 关系 如 图 2-12 所 示 ， 

则 关系 RR 不 传递 ,因为 a 到 c 有 边 且 c 到 4 有 边 , 但 a 到 4 没有 边 . 

根据 定理 2-13, 考 虑 R*R 的 关系 矩阵 与 R 的 关系 矩阵 的 关系 可 得 出 从 尺 的 关系 矩阵 
Ma 去 判断 R 的 传递 性 的 方法 . 

上 面 介 绍 的 是 常见 的 5 种 关系 的 性 质 , 在 实际 问题 中 可 能 会 遇 到 其 他 性 质 的 关系 (如 连 
续 性 、Euclid 性 .连通 性 、 反 传递 性 .循环 性 等 ,部 分 性 质 参 见习 题 2. 3). 下 面 的 例子 是 根据 
所 给 定 的 关系 ,判断 R 具有 何 性 质 . 当然 ,可 以 考虑 让 计算 机 判断 关系 具有 哪些 性 质 . 

【 例 2-34〗 设 A={0,1,2,3,4,5),A 上 的 关系 

R= {(z,y) |zyEA,z 十 y 一 5)} 
试 判断 RR 具有 的 性 质 ( 自 反 、 反 自 反 、 对 称 、 反 对 称 和 传递 ) ,说 明理 由 . 

解 (1) R 不 具有 自 反 性 :(0.,0) &R. 

(2) R 具有 反 自 反 性 :任意 xEA, 显 然 有 (x,x) RR. 

(3) R 具 有 对 称 性 :任意 x,yEA, 若 (zx,y)ER, 则 xz 十 y==5, 显 然 y 十 z==5, 即 (y,x) ER. 

(4) R 不 具有 反对 称 性 : (2,3) ER,(3,2) ER. 

(5) RR 不 具有 传递 性 :因为 (2,3)ER,(3,2)ER, 但 (2,2) &R. 

综 上 所 述 ,R 具有 反 自 反 性 和 对 称 性 (事实 上 ,可 以 先 求 出 RR, 再 讨论 其 性 质 ). 

【 例 2-35】 设 R 是 集合 A 上 的 对 称 且 传 递 的 关系 ,可 得 出 R 是 集合 A 上 的 自 反 关 
系 吗 ? 

有 人 做 如 下 推导 : 对 于 任意 xz€EA, 由 于 R 是 对 称 的 , 则 由 (zx,y) ER 可 得 出 (y,z)ER， 
又 因为 RR 是 传递 的 ,由 (zx,y)ER 及 (y,z)ER 可 得 出 (zx,x)ER, 所 以 R 是 自 反 的 .请 举例 
指出 上 述 推理 的 错误 之 处 . 

解 取 A={a,b,c), 令 R={(a,a),(a,0),(5,a),(5,0)) ,容易 知道 R 是 集合 A 上 的 对 
称 的 ,传递 的 关系 . 由 于 cEA, 而 (c,c)R, 因 此 尺 不 是 A 上 的 自 反 关系 . 

上 述 推理 错 在 对 RR 是 A 上 的 对 称 关系 的 理解 上 . R 是 A 上 的 对 称 关系 是 指 ,对 于 任 
意 x,yEA, 如 果 (x,y) ER, 那 么 可 得 出 (y,x) ER. 若 “(x,y) ER” 不 成 立 , 则 上 述 推 理 
失效 . 

最 后 考察 关系 的 性 质 与 关系 运算 之 间 的 关系 . 

【 例 2-36】 设 R,S 是 集合 A 上 的 传递 关系 , 试 判 断 R*S 是 否 一 定 传递 ,说 明理 由 . 
R°R 是 否 一 定 传递 ? 

解 R。S 不 一 定 传递 .例如 , 取 A={a,b,c,d}), 令 

。 56 。 


必 


R= {(a,b),(byc) (asc)}, S= {(b,c) ,csa), Da))} 
很 容易 验证 ,R,S 是 集合 A 上 的 传递 关系 . 而 
ReS= {(ac),(aa),(b,a)} 


为 


(bra) ER。S,(ac) ER。S 
但 (5,c) ReS, 因 此 ReS 不 传递 . 

由 于 尺 是 传递 的 ,于 是 Re:RCR, 因 此 (R*R)。(R*R) CReR, 所 以 ReR 是 传递 的 . 

表 2-2 列举 出 关系 的 性 质 与 关系 运算 之 间 的 关系 , 表 中 “VV” 表示 正确 (True),“X” 表 
示 错 误 (False). 


表 2-2 
性 质 
运算 自 反 性 反 自 反 性 对 称 性 反对 称 性 传递 性 
RNS V V V Vv V 
RUS V Vv X X 
到 一 各 Vv V Vv xX 
本 Vv Vv V 
R°S V 义 


【 例 2-37】 设 R,S 是 集合 A 上 的 对 称 关系 . 

(1) 举例 说 明 ReS 不 一 定 对 称 . 

(2) 证 明 : ReS 对 称 的 充 要 条 件 是 R。S=S。R. 

解 (1) 例如 , 取 A={a,b,c) , 令 

R= {bs (oD 3= {te 

显然 ,R,S 是 集合 A 上 的 对 称 关系 .而 ReS={(a,c)), 因 为 (a,c)ER。S, 但 (c,a)& ReS, 因 
此 ReS 不 对 称 . 

(2) 由 于 R,S 对 称 , 所 以 R-: 一 R, 且 S-!'=S. 

(一 ) 若 RS 对 称 , 则 (RS)-! 王 RS, 而 (RS)-: 一 S-1。R-: 一 SR, 因 此 RS 一 SR. 

( 生 ) 若 RS 一 SR, 因 为 (RS)- 一 S-1。R-I 一 SR, 进 而 (RS)- 一 RS, 于 是 RS 
对 称 . 


习 题 2.3 


1. 设 RSAXA, 证 明 尺 在 A 上 是 反 自 反 的 充 要 条 件 是 I4 站 R= 名 ,其 中 4 是 A 上 的 
恒 等 关系 . 
2. 设 RSAXA, 证 明 尺 在 A 上 对 称 的 充 要 条 件 是 R= 二 R. 
3. 设 A={a,b,c},A 上 的 关系 尺 二 {(a,65),(b,c)), 试 求 出 3 个 包含 关系 R 的 传递 
罗 


4. 设 RCAXA, 对 于 任意 zx,y,zEA, 如 果 (zx,y)ER 且 (y,z)ER, 那 么 (zx,z) 儿 R, 则 
称 尺 为 A 上 的 反 传 递 关 系 . 

(1) 试 举 出 一 个 反 传 递 关 系 的 例子 . 

(2) 证 明 : 尺 反 传递 的 充 要 条 件 是 (Rs*R) 人 R= 2. 

5. 设 RCAXA, 对 于 任意 xz,y,zEA, 如 果 (zx,y)ER 且 (y,z)ER, 那 么 (z,x) ER, 则 
称 尺 为 A 上 的 循环 关系 . 

(1) 试 举 出 一 个 循环 关系 的 例子 . 

(2) 证 明 : 车 RR 是 自 反 的 和 循环 的 , 则 R 具有 对 称 性 和 传递 性 . 

6. 车 |A|==n,R 为 A 上 的 反对 称 关系 , 求 出 RNR 1 的 关系 和 矩 阵 中 至 少 多 少 个 元 素 
是 0. 

7. 设 RCAXA, 若 RR 具有 自 反 性 及 传递 性 , 则 R*R==R. 其 逆 命 题 为 真 吗 ? 

8. 设 尺 是 复数 集合 C 上 的 关系 ,定义 如 下 : 

R= {(z,y) |zyEC 且 z 一 yy 一 4 十 bi 其 中 a0 为 非 负 整数 } 

试 确定 RR 的 性 质 ( 自 反 、 反 自 反 、 对 称 ` 反 对 称 和 传递 ) ,说 明理 由 . 

9. 确定 三 角形 之 间 的 相似 关系 “co "具有 哪些 性 质 ( 自 反 、 反 自 反 .对称 ` 反 对 称 和 传 
递 ) ,说 明理 由 . 

10. 设 X 关 如,R 是 P(X) 上 的 关系 ,定义 如 下 : 

={(A,B)|A,BE P(X) 有 有 ANBz# YL} 

试 确定 R 的 性 质 ( 自 反 性 、 反 自 反 性 、 对 称 性 、 反 对 称 性 和 传递 性 ) ,说 明理 由 . 

11. 设 A=={a,b,c,d), 试 举 出 一 个 A 上 的 关系 的 例子 ,使 其 同时 不 具有 自 反 性 、 反 自 反 
性 、 对 称 性 ` 反 对 称 性 和 传递 性 . 

12. 设 RR,S 是 集合 A 上 的 关系 , 试 判断 下 列 命题 的 真 假 ,说 明理 由 . 

(1)R 和 S 是 自 反 的 , 则 RUS 自 反 . 

(2)R 和 S 是 反 自 反 的 , 则 RUS 反 自 反 . 

(3) RR 和 S 是 对 称 的 , 则 RUS 对 称 . 

(4) R 和 S 是 反对 称 的 , 则 RUS 反对 称 . 

(5) R 和 S 是 传递 的 , 则 RUS 传递 . 


2.4 关系 的 闭 包 


通过 关系 的 一 些 运 算 可 以 得 到 新 的 关系 .对 于 A 上 的 关系 尺 , 希望 R 具 有 某 些 有 用 的 
性 质 ,如 自 反 性 . 若 尺 不 具有 自 反 性 ,通过 在 R 中 添加 一 些 有 序 对 使 其 变 成 自 反 关系 ,这 样 
也 可 以 得 到 一 些 新 的 A 上 的 关系 . 


2.4.1 自 反 闭 包 xr(R) 


先 看 下 面 的 例子 . 

〖 例 2-38】〗 设 A={a,6b,c},A 上 的 关系 RR 二 {(a,a),(b,a),(6,c),(cya),(a,c)}, 试 求 
出 所 有 的 包含 R 的 自 反 关 系 . 

解 下 面 的 4 个 关系 都 是 包含 尺 的 自 反 关 系 : 
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RU (Den = {aa} (Dad abs (eal (onc (ODYate)} 

R=—RU Dt 
= a by 

R; =RU (tb) occ) (erb)} 
={(a,a), (ba), (byc), (cya), asc), Op) (csc), Cc,b)} 

R=RU (tb 0) (ee) (DY) 
={(a,a) ,ba), (yc)， (cya)y (asc) (6b,60) ,Ccsc)s (a6), (Cc,0)} 

从 Ri,R; ,Rs 和 Rs 可 以 看 出 ,对 于 包含 关系 “ 夺 ” 来 说 ,Ri 是 4 个 包含 R 的 自 反 关 系 中 


最 小 的 , 即 有 Ri 和 Ri(i 二 1,2,3,4). 就 把 Ri 称 为 R 的 自 反 闭 包 . 


【定义 2-14】 设 RSCSAXA, 最 小 的 包含 R 的 自 反 关系 称 为 R 的 自 反 闭 包 (reflexive 


closure) , 记 为 7(R). 


从 定义 2-14 可 知 ,R 的 自 反 闭 包 r(R) 是 A 上 的 关系 , 且 必 须 满足 以 下 3 个 条 件 : 

(1) 包含 R; 

(2) 自 反 性 ; 

(3) 最 小 性 . 

在 计算 R 的 自 反 闭 包 r(R) 时 ,为 了 保证 最 小 性 ,在 关系 R 的 基础 上 尽 可 能 少 地 添加 元 


素 ,但 要 求 自 反 . 实际 上 ,只 要 把 A 上 的 恒 等 关 系 Ta 中 的 全 部 元 素 加 进去 就 可 以 了 ,可 以 
证 明 : 


【定理 2-14】 设 RCAXA, 则 7(R)==RUIA. 

证 (1) 显然 RUITs 包含 R. 

(2) 因为 IASRUIs, 所 以 RUIs 自 反 . 

(3) 对 于 任意 的 包含 尺 的 自 反 关 系 R', 有 RSR’ 且 14SR', 进 而 有 RUIASER. 

故 , RUTa 是 最 小 的 包含 R 的 自 反 关系 , 即 自 反 闭 包 . 

很 容易 从 关系 R 的 关系 图 ,得 出 其 自 反 闭 包 ~(R) 的 关系 图 . 

【 例 2-39】 设 A={a,b,c,d),A 上 的 关系 R 的 关系 图 Gr 如 图 2-13 所 示 , 试 画 出 


R 的 自 反 闭 包 r(R) 的 关系 图 Gn. 


解 ”要 画 出 RR 的 自 反 闭 包 x(R) 的 关系 图 Ge ,在 R 的 关系 图 Gr 的 基础 上 ,只 需 在 每 


一 个 点 处 都 画 上 一 个 环 即 可 ,如 图 2-14 所 示 . 


图 2-13 图 2-14 


除 关系 R 的 自 反 闭 包 外 ,还 经 常 考虑 R 的 对 称 闭 包 和 传递 闭 包 . 


i 


2.4.2 对称 闭 包 s(R) 


【定义 2-15】 设 RCAXA., 最 小 的 包含 R 的 对 称 关 系 称 为 R 的 对 称 闭 包 (symmetric 
closure) , 记 为 s(R). 

计算 R 的 对 称 闭 包 s(R) 时 ,在 关系 R 的 基础 上 尽 可 能 少 地 添加 元 素 ,只 要 对 称 就 可 以 
了 .实际 上 ,把 R 的 道 关 系 R” 中 的 全 部 元 素 加 进去 就 可 以 了 ,可 以 证 明 : 

【定理 2-15】 设 RSEAXA, 则 CR)=RUR-:. 

证 〈 留 作 练习 ). 

【 例 2-40〗 设 A={a,b,c)},A 上 的 关系 R= 二 {(a,a),(b,a),(b,c),(c,a),(a,c)}, 试 求 
出 R 的 对 称 闭 包 s(R). 

解 ;5(R) 二 RUR-!={(a,a), (bya), (byc), (csa), (a,c)} 

U{Caya), a,b), Ce,b) ,asc), (csa)} 
={(asa) (bya) (byc) (esa) s (asc) Cab), (csb)} 

要 画 出 尺 的 对 称 闭 包 s (R) 的 关系 图 Ce ,在 R 的 关系 图 
Ga 的 基础 上 , 若 一 对 不 同 点 之 间 有 边 , 则 必须 成 对 出 现 . 

【 例 2-41】 设 A={a,b,c,d}),A 上 的 关系 R 的 关系 图 Gk 如 
图 2-13 所 示 , 试 画 出 R 的 对 称 闭 包 s(R) 的 关系 图 Gn. 

解 R 的 对 称 闭 包 s(R) 的 关系 图 Cun 如 图 2-15 所 示 . 


2.4.3 ”传递 闭 包 1(R) (3 4 ) 


【定义 2-16】 设 RSAXA, 最 小 的 包含 R 的 传递 关系 称 为 图 2- 
R 的 传递 闭 包 (transitive closure), 记 为 1(R). 

【 例 2-42〗 设 A={a,b,c),A 上 的 关系 R={(a,6),(0,c),(b,a)}, 试 求 出 R 的 传递 闭 
包 z(R). 

解 tC(R)={(a,6) (bc), (bya) (asc) (aa), 00) ). 

注意 在 根据 定义 计算 传递 闭 包 1(R) 时 ,同样 是 尽 可 能 少 地 添加 元 素 , 但 要 保证 添加 
后 得 到 的 关系 是 传递 的 . 在 例 2-42 中 ,不 能 仅 因 为 (a,0),(b,c)ER, 添 加 元 素 (asc) 就 可 以 
了 ,因为 这 样 的 话 , 所 得 到 的 关系 {(a,b), (b,c),(b,a),(a,c)}) 是 不 传递 的 ,还 要 添加 
(aya),(b,0) ,这 是 初学 者 容易 出 错 的 地 方 .建议 在 做 完 后 要 检查 是 否 传递 . 

【 例 2-43】 设 A={a,b,c,d),A 上 的 关系 R 的 关系 图 Gk 如 图 2-13 所 示 , 试 画 出 R 的 
传递 闭 包 1(R) 的 关系 图 Gum . 

解 R 的 传递 闭 包 1(R) 的 关系 图 Gur) 如 图 2-16 所 示 . 

计算 传递 闭 包 的 一 般 公 式 是 比较 复杂 的 . 


be=— ed 


【定理 2-16】 设 REAXA, 则 4R)= (R=RUR’URU-… 
i=1 


证 为 讨论 方便 起 见 , 令 R*+ 一 (Ri 一 RUR*UR?*U… 下 面 证 明 4(R) 二 R*. 


(1) R+ 是 传递 的 . 对 于 任意 zx,y,zEA, 假 设 (zx,y)ERt 且 (y,z) ERt ,根据 并 运算 的 
定义 知 ,存在 正 整数 r,s, 使 得 (zx,y) ER’,(y,z)ER:', 于 是 有 (zx,z)ER'°*R' 二 RCRT+ ,所 以 
a 


R+ 是 传递 的 . 显然 RSSR* ,由 传递 闭 包 的 定义 知 ,i(R) 和 RT. 
(2) 因为 RESt(R) ,使 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 : 
RER,,. T= 2 
假定 RCSt(R), 任 取 (x,y) ER"!= 二 RieR, 存 在 元 素 aEA 使 
得 (zx,a) ER’ 且 (a,y)ER; 由 归纳 假定 有 R'iSi(R), 而 RCSr(R)， 
2- 4 ) 所 以 (x,a) Ez(R),(a,y) Et(R); 根 据 1(R) 传 递 知 ,(x,y) Et(R)， 
于 是 RT!1Cz(R). 因为 Rit(R),i==1,2,3,… 所 以 RUR?URU 
图 2-16 "=R1Cr(R). 
由 (1) 和 (2), 有 tC(R)==Rt+ .证 毕 . 
定理 2-16 不 适合 于 计算 传递 闭 包 ,因为 要 计算 R' ,i 二 1,2,3,…, 是 不 现实 的 . 但 在 集合 
A 中 元 素 有 限时 ,下 面 的 定理 是 有 用 的 . 
先 介绍 铝 笼 原理 ,又 称 为 抽 屠 原理 ,其 结论 是 显然 的 , 它 主 要 用 于 得 出 具有 某 种 性 质 的 
元 素 是 存在 的 . 
镶 短 原理 (pigeonhole principle)n 十 1 或 更 多 只 例子 飞 进 个 笼子 时 ,一 定 有 一 个 笼子 
里 面 至 少 两 只 铭 子 . 
抽 屠 原理 ”十 1 或 更 多 个 苹果 放 进 个 抽 展 时 ,一 定 有 一 个 抽 居 里 面 至 少 两 只 荚果. 
推广 的 蚤 答 原 理 (extended pigeonhole principle)n 只 蚀 子 飞 进 mm 个 笼子 时 ,一 定 有 一 


了 


个 笼子 里 面 至 刘 让 内 角子 ， 


【定理 2-17】 设 1A|=” RSAXA, 则 :CR) 一 UR: 一 RUR: U…UR". 


证 设 (z,y)E:CR), 由 定理 2-16 知 ,存在 正 整数 户 使 得 (z,y)ER2, 不 妨 设 p 是 满足 
该 条 件 最 小 的 . 根据 R* 的 定义 ,存在 集合 A 中 的 元 素 zel ,ee，…'ep-iyep 一 ,满足 
《到 让 二 Rrnlewse) E Rv aresy ER 


假定 p>n, 因 为 |A1 一 ,由 于 [各]>1, 根 据 推广 的 仿 笼 原理 ,4 ,cs，… ,ey-1,es 中 必 存 


在 相同 元 素 e,==e, ,1 二 r 过 sp. 因此 ,有 
(zyei) E Ry, (e-iyer) E Ro, (eseti) ER (es-iyy) ER 
再 根据 复合 运算 的 定义 知 ，(z,y)ER+e-2 一 Re "7, 因为 p 一 (s 一 r) 二 p, 与 p 的 最 
小 性 矛盾 , 故 2 二? 不 成 立 .证 毕 . 
当 A=B 时 ,有 R= 名 ,于 是 显然 有 1(R)==2. 
【 例 2-44】 利用 定理 2-17 重新 计算 例 2-42 中 的 传递 闭 包 1(R). 
解 ” 因 为 R={(a.0),(45,c),(b,a)}, 所 以 有 
R’ 一 {(ayc),(aya) (0)} 
R= ReR = (a Be) (ba 
因此 ,ZR)=RUR?UR={(a0) (bc) (brads Carc) ,Casas (0.0)}. 
根据 定理 2-17, 可 以 得 出 由 关系 矩阵 Ma 求 传递 闭 包 的 关系 矩阵 Mn 的 方法 .但 当 集 
合 A 中 元 素 较 多 时 很 繁琐 , 为 此 Warshall 在 1962 年 提出 了 一 个 求 传 递 闭 包 的 有 效 
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油层 


最 后 考虑 闭 包 运算 与 其 他 内 容 的 联系 . 

1. 关系 的 闭 包 运算 与 其 他 运算 之 间 的 联系 

下 述 定理 给 出 了 关系 的 闭 包 运 算 与 关系 的 并 运算 之 间 的 一 些 结论 . 

【定理 2-18〗】 设 RISEAXA,RSEAXA, 则 

(1) r(Ri UR2)=7(Ri) Ur(R,); 

(2) s(Ri1 UR;,)=s(Ri) Us(R,); 

(3 RU RONRIY URID: 

证 只 证 明 (2) 和 (3), (1) 留 作 练 习 . 

(2) s(Ri UR;)= (Ri1UR;) URIURs) = (RUR,) U (RI'URs') 
一 (RURT) UR: UR )=s(R1I) Us(R:). 


(3) 由 定理 2-16 知 , :CR = 【Ri=RiUR?URIU-… 
i=1 


1(R2)= (Ri=R: URIURIU.. 


i=1 


t(R, U R:) = UcR， UR = Ry U RYU RU RY UR UR Us 
显然 ,由 关系 运算 的 性 质 有 (Ri UR,)’ 二 RiU Ri, 于 是 1(Ri UR;,) 汪 1(R1) Ut(R;). 


下 面 的 例 2-45 说 明 ,在 定理 2-18(3) 中 ,不 能 把 “之 ? 改 为 “一 ”. 
【 例 2-45】 试 举 例 说 明 :CR U R: ) 天 1CR) Ui(R,). 


解 设 A=tobey 守 BB=t(avDy(tbe R= tm 六 时 R= (rb 


(bc)， (ayc)) CR ) 一 (Ca))} ,所 以 
下 5 

而 由 前 面 例子 的 结果 知 ,zCRUR2:) 一 {(a,0), (bc),(Casc), (aa) aa) (OO0) 
ZCRLUR) ER) UecR;). 

2. 闭 包 运算 与 关系 的 性 质 的 联系 

【定理 2-19】 设 RSAXA， 

(1) 若 R 自 反 , 则 s(R) 及 71(R) 也 自 反 ; 

(2) 若 尺 对 称 , 则 xr(R) 及 zt(R) 也 对 称 ; 

(3) 若 尺 传递 , 则 ~(R) 也 传递 ,而 (CR) 不 一 定 传递 . 

证 只 证 明 (2) 和 (3), (1) 留 作 练 习 . 


}, 因此 ,有 


(2) 由 已 知 尺 对 称 , 有 尽 一 R .由 于 CR) 一 RU 而 (rCR)) "1 二 (RUIA) 一 一 RU 


1 一 RU 一 -CR) ,所 以 CR) 对 称 . 


CRD = RUR UR Ua =R URE Ww 


=RUR UR US = 
故 1(R) 也 对 称 . 
(3) 因为 RR 传递 ,所 以 Re:RSER. 而 7r(R)= 二 RUT;, 这 时 


r(R) or(R)=(RU TA) °° (RUT)=R° (RUI)UT* (RUT) 


人 


因为 RR 对 称 , 所 以 (Ri) 1! 二 (R71)' 二 Ri. 由 于 1(R)== UR=R UR Rs 


T 


于 是 


=RaRUReE UDB RUL) 

=R°- RURU (RU ITI)SCRURU (RU TIA) 

三 有 RU DR) 
因此 ,有 r(R) 传 递 . 
例如 ,A 二 {a,6,c) ,R= 二 {(a,b)), 显 然 R 传递 .而 s(R) 二 {(a,0),(b,a)) 不 传递 . 
列举 关系 的 性 质 与 闭 包 运 算 的 联系 如 表 2-3 所 示 . 


表 2-3 
二 性 质 | 。 自 反 性 反 自 反 性 对 称 性 反对 称 性 传递 性 
r(R) Vv 小 VvV VvV Vv 
s(R) V Vv Vv XxX 
1(R) V XxX V xX 
3. 多 重 闭 包 运 算 
由 于 关系 的 闭 包 运 算 在 计算 机 其 他 专业 课 中 很 有 用 ,下 面 再 对 多 重 闭 包 问题 进行 简单 
讨论 . 


对 于 多 重 闭 包 运 算 ,规定 从 右 至 左 依次 进行 运算 ,如 

tsr(R) = t(s(r(R))) 

很 容易 知道 ,rt(R)==r(RUR?URU…)= 二 URUR UR U…. 

【定理 2-20】〗】 设 RCAXA， 

(1) rs(R)= sr(R). 

(2) rt(R)=1r(R)( 可 记 R* =1tr(R)). 

(3) st(R) Cts(R). 

证 只 证 明 (3), (1) 和 (2) 留 作 练习 . 

(3) st(R)=s(RUR:U)=(RUR Um) URUR Uw) T=RURU)URU 
(RD)TIU)=RURU:) UCRTIU RT UR)= (RURD) URU RD) U.S 
(RUR-) URURT)U.…=(R). 

下 面 的 例子 说 明 ,定理 2-20(3) 中 ,不 能 把 “三 ? 改 为 “一 ”. 

【 例 2-46】 试 举例 说 明 YeCR) 天 必 (R). 

解 设 A={a,b,c), 令 R={(a,0),(6,c)}), 则 

Ht(R) = s(t(R)) = {(a,b) (bse), ayc)， (bya), co) (ca)} 

ts(R) = 1(s(R)) = {(asb), pc) (bya) (csb), (csa) (ayc) (Casa) (bb) (cc)} 

显然 ,st(R) 关 ts(R). 


_ 


习 题 2.4 


1. 设 RCAXA, 则 s(R)=RUR™. 
2. 设 A={a,b,c,d},A 上 的 关系 其 交 d 


R= (lasa)s (asd (bad bse (esd)} 

求 RR 的 自 反 闭 包 r(R)、 对 称 闭 包 s(R) 和 传递 闭 包 7(R). 

3. 设 关系 R 的 关系 图 如 图 2-17 所 示 , 试 分 别 给 出 R 的 自 反 闭 包 r(R)、 对 称 闭 包 s(R) 
和 传递 闭 包 x(R) 的 关系 图 . 

4. 整数 集合 ZZ 上 的 关系 R= 二 {(zx,y)|1rx,yEZ 且 y= 二 x 十 1} , 试 说 明 R 的 传递 闭 包 z (R) 
是 小 于 关系 4 二 ” 

5. 设 R 和 S 是 集合 A 上 的 关系 , 若 RSS, 则 下 列 结论 均 成 立 : 

CARYCrFCSY, 

Coy RIS 

(3) 1(R) Ez(S). 
6. 设 RCAXA,R,:SAXA, 则 rx(R1UR;,)=r(R1) Ur(R;,). 
7. 类 似 于 定理 2-18, 研 讨 关系 的 闭 包 运 算 与 关系 的 交 运 算 之 间 的 联系 . 
8. 设 REAXA, 若 尺 自 反 , 则 sCR) 及 2CR) 也 自 反 。. 
9. 


设 REAXA， 

) 车 尺 反 自 反 ,s(R) 也 反 自 反 , 但 r(R) 和 +t(R) 不 一 定 . 
(2) 车 尺 反 对 称 ,r(R) 也 反对 称 ,但 ;CR) 和 zx(R) 不 一 定 . 
10. 设 A={a,b,c} ,R= 二 {(a,0),(bs,c)), 求 ri(R). 

11. 设 REAXA, 证 明 

(1) rs(R)=sr(R). 

(2) rt(R)=1r(R). 

12. 设 REAXA, 记 R+ ==t(R),R* ==tr(R) ,证 明 ， 

(1) (R+)+=R+; 

(2) (R*)* =R"*,; 

(3) ReR’ =R"* :R=Rt. 


2.5 等 价 关系 


在 实际 应 用 时 ,具有 某 几 种 性 质 的 关系 是 有 用 的 . 接 下 来 的 3 节 内 容 , 分 别 介绍 集合 
A 上 的 等 价 关系 、 相 容 关 系 和 序 关系 . 

等 价 关 系 是 一 种 非常 重要 的 特殊 关系 , 它 是 相等 关系 “二 ”全 等 关系 “ 衬 ” 等 的 一 种 推广 . 
等 价 关系 基于 某 种 标准 ,如 颜色 相同 、 形 状 相同 等 ,将 不 同 的 事物 看 成 是 同一 类 ,又 如 研究 整数 
时 ,基于 能 否 被 2 整除 观点 将 整数 分 为 奇数 和 偶数 两 类 进而 有 “奇数 加 偶数 是 奇数 ”的 结论 . 

等 价 关 系 以 及 根据 它 对 集合 进行 划分 是 粗糙 集 (rough set) 理 论 的 基础 , 粗糙 集 理 论 是 
智能 信息 处 理 的 重要 方法 之 一 . 


2.5.1 等 价 关系 的 定义 


【定义 2-17】 设 RSAXA, 若 尺 具 有 自 反 性 、 对 称 性 以 及 传递 性 , 则 称 尺 为 A 上 的 等 
价 关系 (equivalent relation ) . 
【 例 2-47〗 设 A={a,b,c} ,R=={(a,a),(6,6),(c,c),(b,c),(c,6)}, 很 容易 验证 R 是 
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A 上 的 等 价 关系 . 

【 例 2-48】 试验 证 整数 集 Z 上 的 模 3 同 余 关系 ( 见 第 2. 1 节 例 2-3) 

R= {(z,y) | zx,y E ZE 3| (zy))} 

是 ZZ 上 的 等 价 关系 . 

解 (1) 任意 xEZ, 由 于 31(x 一 zx), 所 以 有 (x,zx)ER, 于 是 R 具 有 自 反 性 . 

(2) 任意 zx,yEZ, 若 (z,y)ER, 则 31(z 一 y) ,显然 有 31 一 (zx 一 y), 即 3|1 Cy 一 z), 于 是 
有 (y,zx)ER, 因 此 ,R 具有 对 称 性 . 

(3) 任意 wyyyzEZ; 若 (zx;39)ER 且 (y;z)ER;, 则 3|(zw 一 y) 且 31(y 一 2); 从 而 
3|[(x 一 y) 十 (y 一 z)j], 即 31(x 一 z) ,所 以 (zx,z)ER, 因 此 ,R 具有 传递 性 . 

根据 定义 知 ,R 是 ZZ 上 的 等 价 关 系 . 

由 1.6 节 定 理 1-27 知 ,集合 之 间 的 对 等 关系 “一 ?是 等 价 关系 . 很 容易 证 明 : 

【定理 2-21】 设 R 和 S 是 集合 A 上 的 两 个 等 价 关 系 , 则 R -和 尺 mS 是 集合 A 上 的 等 
价 关 系 . 

证 根据 等 价 关 系 的 定义 ,由 2. 3 节 表 2-2 知 结论 成 立 . 

设 R 和 S 是 集合 A 上 的 两 个 等 价 关系 ,如 表 2-4 所 示 为 等 价 关系 与 关系 运算 的 联系 . 


表 2-4 


RUS RNMNS R 下 一 总 RDS | R°S 
xX V xX X ,4 Vv xX 
2.5.2 等 价 类 


【定义 2-18】〗 设 R 是 A 上 的 等 价 关 系 ,对 于 任意 a€ A, 称 集合 
{zlzEA 且 (ez)ER)} 
为 元 素 a 关于 等 价 关 系 尺 所 在 的 等 价 类 (equivalent class) , 记 为 [a jg. 

【 例 2-49】 根据 例 2-47 中 的 等 价 关 系 , 求 出 A 中 各 元 素 所 在 的 等 价 类 . 

解 [aja={a},[bla={6,c},[LeJe= {b,c}. 

虽然 根据 给 定 的 等 价 关 系 , 每 个 元 素 都 有 所 在 的 等 价 类 ,但 从 例 2-49 可 知 , 不 同 的 等 价 
类 为 {a),{5,c). 对 于 等 价 类 {5,c) ,其 代表 元 可 以 是 5:[0jJs 二 {6,c), 也 可 以 是 c:[cjs 二 
{5c). 根 据 定义 ,可 以 证 明 : 

【定理 2-22】 设 尺 是 集合 A 上 的 等 价 关 系 ,z,yEA, 则 [zj 一 [yj 当 且 仅 当 (z,y)ER. 

证 〈 人 之 ) 因 为 (y,y)ER, 所 以 根据 等 价 类 的 定义 有 yE[Lyje. 由 已 知 [zj 一 [Lyje， 可 
得 出 y€E [zjr, 所 以 有 (xz,y) ER. 

(< 二) 对 于 任意 zE [zxjr; 由 定义 有 (x,z) ER. 因为 (z+,y) ER, 而 R 是 等 价 关 系 ， 所 以 
(y,X) ER, 进而 (y,z) ER. 于 是 有 xzE[yjr, 因 此 有 [zxjr 守 [yjr. 同 理 可 证 [yjx 夺 [xjx， 所 
以 有 [zj 一 [yjR. 

【 例 2-50】 根据 例 2-48 中 的 等 价 关 系 , 求 出 Z 中 各 元 素 所 在 的 等 价 类 . 

解 Z 中 各 元 素 所 在 的 等 价 类 分 别 为 : 
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[0] 一 (人 …， 一 6, 一 3,0,3,6,…)} 一 … 一 [一 6 一 [一 3] 一 L0] 一 [3]x 一 [6]x 
[1 一 人 ,一 5, 一 2,1,4,7,…} 一 … 一 [一 5]R 一 [一 2]R 一 [1]R 一 [4 一 [7]R 
[2]R 王 (一 4, 一 1,2,5,8,…)} 一 … 一 [一 4 一 [一 1]e 一 [2] 王 [5] 一 [8] 
从 上 面 两 个 例子 还 可 以 看 出 :不 同 的 等 价 类 是 不 相交 的 , 即 有 下 述 定理 . 
【定理 2-23〗 设 R 是 集合 A 上 的 等 价 关 系 , xz, y € A, 若 [zxjx 关 [yjx, 则 
[zjxfN[Lyjx= 
证 ( 反 证 ) 若 [xjr 门 [yj 隆信 , 则 存在 >xE[Lz]g 站 [yjR, 于 是 (z,z)ER 且 (y,z)ER， 
进而 (z,y)ER, 所 以 有 (x,y) ER. 由 定理 2-22,[xjk 二 [yjr;, 与 已 知 了 矛盾 . 
【定义 2-19】 设 R 是 集合 A 上 的 等 价 关 系 , 称 所 有 等 价 类 组 成 的 集合 {[zjr1x€A} 
为 集合 A 关于 等 价 关系 R 的 商 集 (quotient set) , 记 为 A/R( 读 作 A 模 R), 即 
A/R= {[zxje |x € A)}. 
由 例 2-49 知 A/R={{a},{5,c)), 由 例 2-50 知 
Z/R= (人 ,一 6, 一 3,0,3,6，) 人 一 5 一 2,1, 4 人 一 4 一 1,2,5，)}) 
它们 分 别 是 集合 A= {a,4b,c) 和 整数 集合 Z 的 划分 . 
【定理 2-24】 设 R 是 集合 A 上 的 等 价 关 系 , 则 A 关于 R 的 商 集 A/R 是 集合 A 的 
划分 . 
证 很 容易 证 明 等 价 关 系 的 下 列 性 质 ( 留 作 练 习 ): 
(1) 每 一 个 等 价 类 [zj]a 非 空 ; 
(2) 不 同 的 等 价 类 不 相交 (定理 2-23); 
(3) 所 有 等 价 类 的 并 是 整个 集合 A: JJ[z]x=A 


TEA 


因此 ,给 定 集合 A 上 的 一 个 等 价 关 系 尽 ,根据 该 等 价 关系 可 以 得 到 集合 A 的 一 种 划分 . 
反 过 来 , 若 给 定 了 集合 A 的 一 种 划分 ,可 以 证 明 ( 留 作 练习 ) 按 下 面 的 方式 可 构造 出 集合 
A 上 的 一 个 与 划分 x 对 应 的 等 价 关 系 R: 

ZXRy 含 + 和 y 在 划分 x 罗网 人 

【 例 2-51】 设 A={a,b,c),A 上 的 划分 x 三 {{a}),{5,c})), 试 确定 由 x 所 产生 的 等 价 关 
系 及 . 

解 R={(aya),(b,6) ,csc), (bec), Cc,0)}. 

我 们 知道 ,集合 A= {a,5,c} 上 的 不 同 的 划分 共 5 个 ,通过 计算 知道 集合 A 上 的 所 有 不 
同 的 等 价 关 系 也 是 5 个 , 分 别 为 :Ri 二 AXA,Rs={(a;6) ,C6,a)} UI,Rs=={(6,c),(c,6)} 
Uras R= ater ra 

可 以 证 明 : 

【定理 2-25】 对 于 任意 集合 A, 集 合 A 上 的 所 有 划分 组 成 的 集合 X 与 其 上 的 所 有 等 价 
关系 组 成 的 集合 Y 是 对 等 的 . 

证 对 于 任意 给 定 的 xEX, 定 义 集合 A 上 的 等 价 关 系 R 为 zxRy 今 x 和 y 在 划分 x 的 
同一 个 块 中 . 显然 有 A/R=x. 

按 如 下 方式 建立 集合 X 到 集合 Y 的 映射 f: x 一 R. 

(1) 对 于 任意 zo ,x EX, 令 f(z) 二 Ri,f(z) 二 Rs, 若 fCm)= 二 f(x), 即 Ri 二 Rs, 则 
A/Ri 二 A/R;, 所 以 有 z= 二 x;， 进 而 f 是 单 射 . 
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(2) 任意 REY, 由 定理 2-24 知 A/REX. 显然, 由 划分 A/R 定义 的 等 价 关 系 就 是 尺 ， 
即 存在 x 二 A/REXX, 使 得 f(x) 一 R, 所 以 f 是 满 射 . 

故 了 是 集合 X 到 集合 Y 的 一 一 对 应 .证 毕 . 

一 种 特殊 的 情况 是 A= 名 ,这 时 X=B 且 Y= 多 . 

设 R 和 Rs 是 集合 A 上 的 等 价 关 系 ,由 定理 2-21 知 Ri 门 Rs 也 是 等 价 关 系 ,这 时 
A/(Ri 门 R,) 与 A/R! 和 A/R: 之 间 的 联系 值得 进一步 研究 ( 留 作 练 习 ). 


习 题 2.5 


1. 设 A={a,b,c,d} ,验证 R={(a,6),(b,a)} UT 是 A 上 的 等 价 关 系 . 
2. 设 A=ZXZ, A 上 的 关系 R 定义 如 下 : 
(zx,y)R(u,v) 当 且 仅 当 zx 十 v= y 十 u 
证 明 尺 是 A 上 的 等 价 关 系 . 
3. 设 R 和 S 分 别 是 集合 A 和 集合 B 上 的 等 价 关 系 , 令 
T= {x19y1) ,x29y2)) | (risx2) €E R,(yi,y) € S} 
证 明 : 是 A XB 上 的 等 价 关系 . 
4. 对 于 正 整 数 &, 验 证 整数 集 Z 上 的 模 k 同 余 关系 Ls 
ZE47 当 且 仅 当 | (x 一 >) 
是 ZZ 上 的 等 价 关 系 . 
5. 设 X 是 集合 ,A=PCX) ,分别 判断 下 述 给 定 的 A 上 的 关系 R 是 否 是 等 价 关 系 , 说 明 
理由 . 
(1) R={(zx,y)|zx,yEP(X) 且 xEy 或 y Ex). 
(2) R={(zx,y)|zx,yE P(X) 有 8 xBySEC}, 其 中 CEX. 
6. 设 R 和 S 是 集合 A 上 的 两 个 等 价 关系 , 试 举 例 说 明 下 列 各 式 不 一 定 是 集合 A 上 的 
bay 
(2) R—S. 
(3) ReS. 
7. 设 RSAXA, 求 出 最 小 的 包含 R 的 等 价 关系 . 
8. 设 A={aybscsd} ,R={(ave) (cra) sbsd)s (dsb))} UIss 
(1) 验证 R 是 A 上 的 等 价 关 系 . 
(2) 求 出 商 集 A/R. 
9. 设 f:A 习 B, 定 义 A 上 的 关系 RR 如 下 : 
R= {(zx,y) | zx,y € A,flzx) = f(y)} 
证 明 尺 是 A 上 的 等 价 关系 . 
10. 设 R 是 集合 A 上 的 等 价 关系 , 则 A 关于 R 的 商 集 A/R 是 集合 A 的 划分 . 
11. 若 给 定 了 集合 A 的 一 种 划分 x ,证明 按 下 面 的 方式 构造 出 的 集合 A 上 的 关系 RR: 
ZRy 当 且 仅 当 z 与 y 在 划分 x 的 同一 个 块 中 
是 等 价 关 系 且 商 集 A/R=x. 
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12. 若 |A|==4, 求 出 A 上 所 有 的 等 价 关系 的 个 数 . 

13. 设 R 和 Rs 是 集合 A 上 的 等 价 关系 ,考察 A/(Ri 门 R,) 与 A/Ri 和 A/R: 的 关系 . 

14. 设 R 和 Rs 是 集合 A 上 的 等 价 关 系 , 则 对 于 集合 A 的 划分 ,A/Ri 是 A/Rs 的 加 细 
划分 当 且 仅 当 RSR，:. 

15. 设 尺 是 集合 A 上 的 等 价 关 系 , 令 

S={(z,y)| 3cEA4A, 使 (zc)ER 且 (cy)ER) 

证 明 : S 是 集合 A 上 的 等 价 关 系 . 

16. 设 尺 是 集合 A 上 的 关系 ,构造 A 上 的 关系 S 如 下 : 对 于 任意 zx,yEA， 

(zy)ES 全 (zy)ER 且 (y,z)ER 

要 使 得 S 是 等 价 关系 ,关系 R 必须 满足 哪些 性 质 ? 


2.6 相 容 关系 


在 实际 问题 中 ,两 个 事物 具有 某 种 共同 的 性 质 ,如 两 个 英文 单词 有 一 些 相 同 字 母 、 两 个 
图 形 有 些 相 似 等 ,但 与 等 价 关 系 不 同 的 是 这 种 共性 可 能 不 具有 传递 性 . 

【 例 2-52】 设 集合 A 是 由 一 些 英文 单词 组 成 的 A 二 {set,logic,algebra,graph}, 考虑 
R=((z,y)|lx,yEA 且 x 与 y 有 相同 的 字母 } ,试验 证 R 具 有 自 反 性 和 对 称 性 ,但 不 具有 传递 性 . 

解 ” 对 于 任意 xzEA, 显 然 z 与 + 有 相同 的 字母 , 即 (z,z)ER, 于 是 R 具 有 自 反 性 . 

对 于 任意 z,yEA, 若 (z,y)ER, 则 z 与 y 有 相同 的 字母 ,当然 > 与 zx 有 相同 的 字母 ， 
所 以 有 (y,z)ER, 因此 RR 具有 对 称 性 . 

因为 (set,algebra) ER 有 (algebra,graph)ER, 但 (set,graph) 儿 FR, 所 以 R 不 具有 传 

相 容 关系 就 是 对 具有 这 种 性 质 的 事物 进行 的 数学 描述 ,根据 它 可 以 得 出 集合 的 覆盖 . 


2.6.1 相 容 关系 的 定义 


【定义 2-20】 设 RSEAXA, 若 R 具 有 自 反 性 和 对 称 性 , 则 称 R 为 A 上 的 相 容 关系 
(compatible relation) 或 相似 关系 (similar relation). 

在 实际 问题 中 , 相 容 有 相似 、 相 像 或 类 似 之 意 . 显然 ,等 价 关 系 是 相 容 关系 ,但 相 容 关系 不 
一 定 是 等 价 关系 , 例 2-52 就 是 这 方面 的 例子 . 容易 验证 , 相 容 关系 的 传递 闭 包 是 等 价 关 系 . 

【 例 2-53】 设 RSEAXA, 则 RUR- UDP 是 集合 A 上 的 相 容 关系 . 

证 因为 ERUR-UI ,所 以 RUR-UIA 是 自 反 的 .而 (RUR-UID) 一 一 RU 
(RD-UCG) 一 RURURA=RUR UL 于 是 RUR-UTIA 是 对 称 的 . 由 此 可 知 ， 
RUR-UIA 是 A 上 的 相 容 关 系 . 

【 例 2-54】〗】 设 R 和 S 是 集合 A 上 的 两 个 相 容 关系 ,举例 说 明 ReS 不 必 是 A 上 的 相 容 关系 . 

解 ” 例 如 A={a,b,c), 取 R={(a,0),(b,a)} UI4,S 二 {00,c),(c,0)) UIa. 显 然 R 和 
S 是 集合 A 上 的 两 个 相 容 关系 ,但 ReS={(asc),(a.60), (aa), (bc), cp) Ua, 这 时 
(asc)ER°S, 而 (c,a) 久 Re。S, 于 是 ReS 不 对 称 , 进 而 ReS 不 是 A 上 的 相 容 关系 . 

设 R 和 S 是 集合 A 上 的 两 个 相 容 关系 , 表 2-5 列 出 了 相 容 关系 与 关系 运算 的 联系 . 

a 


在 2.5 节 知 道 ,由 集合 A 的 划分 可 得 出 集合 A 的 等 价 关 系 , 同 样 ,根据 集合 A 的 覆盖 可 
产生 集合 A 的 相 容 关系 . 先 看 一 个 例子 . 
〖【 例 2-55】 设 A={a,b,c,d},，{Ai,As}) 是 集合 A 的 覆盖 ,其 中 Al=={a,b,c}),A,== 
{c,d}) ,这 时 
MA = Da a (beet) 
MX A = (ew terd) (dc (dsd)} 
令 R=(A1XA1i) U (A XA,), 容易 知道 R 是 A 上 的 相 容 关系 . 
一 般 地 有 以 下 定理 : 
【定理 2-26】 设 (A,|iE 了 是 集合 A 的 覆盖 , 则 R= A,xA, 是 A 上 的 相 容 关系 . 
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证 〈 留 作 练习 ). 
注意 ”集合 A 的 不 同窗 盖 按 上 面 的 方式 可 以 得 到 集合 A 上 的 相同 的 相 容 关 系 . 
【 例 2-56】 设 A={a,b,c,d}, 取 和 集合 A 的 覆盖 为 {{a,0),{0,c),{a,c),{c,qd)}), 则 其 
x 产生 的 覆盖 与 例 2-55 中 的 覆盖 R 所 产生 的 相 容 关系 是 相同 的 . 
在 例 2-52 中 , 令 zi 二 set, zz 二 algebra, zx; 二 logic 及 x 二 graph,， 则 
™ A={xiyr srs rT} R={(x Ts (Ts Ts (Ta sr) ss Zor ra) rssrs)s 
(Ge oe, I ee PD I Ge oD A 
在 关系 R 的 关系 图 Gr 中 , 在 任何 点 处 都 有 环 且 任意 两 个 不 同 的 点 之 
| 间 若 有 边 则 成 对 出 现 . 鉴于 此 , 我 们 约定 (1) 每 个 点 处 的 环 省 略 ;(2) 成 对 出 
图 2-18 现 的 有 向 边 用 一 条 无 向 边 代 替 , 这 样 画 出 的 图 称 为 相 容 关系 R 的 简化 关 
系 图 . 例 2-52 中 的 相 容 关系 的 简化 关系 图 如 图 2-18 所 示 . 


2.6.2 相 容 类 


由 于 一 般 的 相 容 关系 不 是 传递 的 ,因此 相 容 类 的 定义 不 同 于 等 价 类 . 

【定义 2-21】 设 R 是 集合 A 上 的 相 容 关系 ,天 CSA, 若 对 于 任意 z,yEC, 均 有 
(zy)ER, 则 称 C 是 由 相 容 关系 R 产生 的 相 容 类 (compatible class). 

在 例 2-52 中 ,{zi),{(ziyzz),{zz)y{zayzsyy(zyz)y (zz 等 是 由 相 容 关系 及 产 
生 的 相 容 类 ,而 {zi ,zs } 等 不 是 . 

由 相 容 关系 R 产生 的 相 容 类 是 很 多 的 ,我们 主要 关心 的 是 极 大 相 容 类 . 

【定义 2-22】 设 R 是 集合 A 上 的 相 容 关系 ,C 是 由 相 容 关系 尺 产生 的 相 容 类 ,车 对 于 
任意 CCDSA,D 不 是 相 容 类 , 则 称 C 是 由 相 容 关系 R 产生 的 极 大 相 容 类 (maximal 
compatible class). 

可 以 证 明 , 集 合 A 中 的 任意 元 素 至 少 在 由 相 容 关系 及 产 4 
的 一 个 极 大 相 容 类 中 . 

在 例 2-52 中 ,{ziyzs},{zs,zsyzt} 是 由 相 容 关 系 尽 产生 
的 所 有 的 极 大 相 容 类 . 


上 出 


TT 


(a) (b) 
图 2-19 


在 相 容 关系 R 的 简化 关系 图 中 ,一 个 极 大 的 完全 多 边 形 对 应 的 A 中 元 素 构成 一 个 极 大 
相 容 类 . 所 谓 完 全 多 边 形 是 指 该 多 边 形 的 任意 两 个 顶点 都 有 边 . 特别 地 ,一 个 点 和 一 条 线段 
是 退化 的 完全 多 边 形 . 如 图 2-19 所 示 列 举 的 分 别 是 完全 三 边 形 和 完全 四 边 形 . 

由 于 集合 A 中 的 任意 元 素 至 少 在 由 相 容 关系 R 产生 的 一 个 极 大 相 容 类 中 ,所 以 所 有 的 
极 大 相 容 类 构成 集合 A 的 一 种 覆盖 . 


习 题 2.6 


1. 设 集 A 是 英文 单词 组 成 的 A=={set, function, operation, relation, ，logic，algebra， 
graph}, 
二 {(x,y)|x,y€EA 且 x 与 y 有 相同 的 字母 } 
(1) 验证 R 是 A 上 的 相 容 关系 . 
(2) 试 求 出 R 中 的 所 有 元 素 . 
(3) 画 出 相 容 关系 R 的 简化 关系 图 . 
(4) 计算 R 产 生 的 所 有 极 大 相 容 类 . 
2. 设 A={1,2,3,4,5}, R={(zx,y)|z,yEA,y=z 十 3}. 
(1) 计算 相 容 关系 RUR-:URA. 
(2) 求 出 A 关 于 RUR-:UTIA 的 所 有 极 大 相 容 类 . 
3. 设 {Ai1iE7T) 是 集合 A 的 覆盖 , 则 
(1) R= (A;XAi 是 A 上 的 相 容 关系 . 
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(2) 说 明 在 什么 条 件 下 ,RR 是 等 价 关 系 . 
4. 设 R 是 集合 A 上 的 相 容 关系 , 则 JR: 是 A 上 的 等 价 关系 . 


5. 设 R 和 S 为 A 上 的 相 容 关系 ,对 于 表 2-5 中 的 每 一 项 ,若是 正确 的 给 出 证 明 ,若是 
错误 的 举 出 反例 . 


2.7 偏 序 关系 


在 解决 实际 问题 时 ,我 们 常 依据 某 个 标准 对 事物 进行 比较 ,同时 按 这 个 标准 对 两 个 事物 
之 间 的 先后 进行 排序 . 在 计算 机 科学 中 ,对 数据 进行 拓扑 排序 是 十 分 有 意义 的 工作 ". 

偏 序 关系 是 最 基本 、 最 常用 的 一 种 序 关 系 , 它 本 质 上 是 两 实数 之 间 的 小 于 等 于 关系 “二 ” 
的 一 种 推广 

本 节 在 偏 序 的 基础 上 ,介绍 偏 序 集中 的 特殊 元 素 . 


2.7.1 偏 序 关系 的 定义 


【定义 2-23】〗 设 RSAXA, 若 尺 具 有 自 反 性 .反对 称 性 和 传递 性 , 则 称 尺 为 A 上 的 偏 
序 关 系 , 简 称 偏 序 (partial order). 
先 看 两 个 在 2. 3 节 讨论 过 的 例子 . 
【 例 2-57】 证 明 : 实 数 集 R 上 的 小 于 等 于 关系 “过 "是 偏 序 关系 . 
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证 (1) 对 于 任意 xER, 因 为 x 二 x, 所 以 三 是 自 反 的 . 

(2) 对 于 任意 zx,yER, 若 z 委 > 且 y 委 z, 则 必 有 xz 一 y, 所 以 委 是 反对 称 的 . 

(3) 对 于 任意 xz,y,xER, 若 x 二 y 且 y 二 xz, 则 有 x 二 zx, 所 以 三 是 传递 的 . 

因此 , 志 是 实数 集 R 上 的 偏 序 . 

显然 ,自然 数 集 N 上 或 有 理 数 集 Q 上 的 小 于 等 于 关系 三 也 是 其 上 的 偏 序 关系 . 

【 例 2-58】 证 明 : 集 合 X 的 客 集 P(X) 上 的 包含 关系 “ 己 " 是 偏 序 关 系 . 

证 (1) 对 于 任意 AEP(CX) ,因为 ASA, 所 以 三 是 自 反 的 . 

(2) 对 于 任意 A,BEP(X), 若 ACB 且 BCA, 则 必 有 A=B, 所 以 己 是 反对 称 的 . 

(3) 对 于 任意 A,B,CEP(X), 车 ASB 且 BCC, 则 有 ACSC, 所 以 己 是 传递 的 . 
因此 , 忆 是 P(X) 上 的 偏 序 . 

由 上 面 的 两 个 例子 可 知 , 偏 序 关 系 是 实数 集合 R 上 的 小 于 等 于 关系 “三 ”的 一 种 推广 . 
为 了 方便 ,对 于 一 般 的 偏 序 R 可 记 为 “三 ”, 且 称 (A, 三 ) 为 偏 序 集 (partially ordered set， 
poset). 之 所 以 借用 “三 ”这 个 符号 ,是 因为 一 般 的 偏 序 R 与 小 于 等 于 关系 “三 ”有 类 似 的 性 
质 , 且 借 助 于 小 于 等 于 关系 “三 ”可 以 帮助 理解 偏 序 R 的 有 关 概 念 ,如 后 面 要 讲 的 偏 序 集中 
的 特殊 元 素 . 也 正 因 为 如 此 ,一 般 的 偏 序 “三 ”可 以 读 作 “ 小 于 等 于 ”. 

但 要 注意 ,一 般 意义 上 的 偏 序 “ 二 ”与 实数 间 的 小 于 等 于 关系 “三 ”在 概念 上 是 有 一 定 区 
别 的 . 考虑 到 这 些 区 别 , 有 些 文献 采用 类 似 于 小 于 等 于 关系 三 (参见 参考 文献 [8]). 但 对 于 特 
殊 的 偏 序 还 是 用 大 家 熟悉 的 符号 ,如 例 2-58 中 的 “SS” 以 及 下 例 中 的 偏 序 “|”. 

【 例 2-59】 证 明 : 正 整数 集合 N+ 上 的 整除 关系 “| ?是 其 上 的 偏 序 关系 . 

证 (1) 对 于 任意 zxEN+ ,因为 zlz, 所 以 | 是 自 反 的 . 

(2) 对 于 任意 z,yEN+ , 若 zly 且 ylz, 则 必 有 zx 一 y, 所 以 | 是 反对 称 的 . 

(3) 对 于 任意 zx,y,zEN+ , 若 zly 且 y|z, 则 有 zlz, 所 以 | 是 传递 的 . 

因此 ,| 是 正 整数 集合 N+ 上 的 偏 序 . 

但 要 注意 ,整数 集合 ZZ 上 的 整除 关系 不 是 其 上 的 偏 序 关 系 , 因为 2| 一 2 且 一 212, 但 
2 关 一 2， 即 整数 集合 Z 上 的 整除 关系 不 具有 反对 称 性 . 

线性 序 关系 是 最 常见 .最 简单 的 一 种 偏 序 关系 . 

【定义 2-24】 设 (A ,三 ) 是 偏 序 集 , 若 对 任意 zx,y€EA, 有 xz 三 y 或 y 三 x, 则 称 三 是 线性 
序 关 系 , 简 称 线性 序 (linear order) ,又 称 为 全 序 (total order). 

显然 ,实数 集 上 的 数 的 小 于 等 于 关系 三 是 线性 序 . 

【 例 2-60】〗 设 RSAXA, 若 尺 具 有 反 自 反 性 和 传递 性 , 则 称 尽 为 A 上 的 拟 序 关系 , 简 
称 拟 序 (quasi-order). 证明 

(1) 拟 序 具有 反对 称 性 . 

(2) 若 尺 为 A 上 的 拟 序 , 则 x(R)= 二 RUT 为 A 上 的 偏 序 . 

(3) 若 尺 为 A 上 的 偏 序 , 则 R 一 I4 为 A 上 的 拟 序 . 

证 (1) 对 于 任意 x,y€EA, 若 (zx,y)ER 且 (y,x)ER, 因 为 RR 传递 ,所 以 有 (x,x)ER， 
与 尺 反 自 反 矛盾 ,因此 (z,y)ER 与 (y,z)ER 不 能 同时 成 立 , 故 拟 序 具 有 反对 称 性 . 

(2)(3)( 留 作 练习 ). 

几 种 满足 特殊 性 质 的 关系 如 表 2-6 所 示 . 


由 [全 和 - 记 


性 质 
本 自 反 反 自 反 对 称 反对 称 传递 
关系 
等 价 关 系 V xX V x Ah 
相 容 关系 V Xx V XxX XxX 
偏 序 V X 4 V V 
拟 序 x V Xx Vv V 


2.7.2 偏 序 集 的 哈 斯 图 


在 偏 序 的 关系 图 中 ,每 个 点 处 都 有 环 ,可 以 不 必 画 出 来 . 又 因为 它 的 反对 称 性 和 传递 性 ， 
其 边 的 方向 是 一 致 的 ,比如 都 是 从 下 到 上 方向 ,更 主要 的 是 可 去 掉 由 于 传递 出 现 的 边 , 同 时 
去 掉 边 的 方向 . 按 这 种 方式 得 到 的 图 就 是 哈 斯 图 (Hasse diagram) ,是 以 德国 数学 家 Helmut 
Hasse 的 名 字 命名 的 . 
【 例 2-61】 设 A={1,2,3,4),A 上 的 数 的 小 于 等 于 关系 全 是 其 上 的 偏 序 关系 , 试 画 出 
(4A, 三 ) 的 喻 斯 图 . ~ 
解 A 关于 三 的 关系 图 见 图 2-20(a), 哈 斯 图 见 图 2-20Cb). 1/ 
显然 , 哈 斯 图 表明 了 偏 序 集中 的 元 素 按 相 对 大 小 、 位 置 进行 的 3 
排序 . 人 
为 了 更 具体 说 明 哈 斯 图 的 画 法 , 先 定义 偏 序 集中 元 素 y 盖 住 元 素 x. 2 2 
【定义 2-25】 设 (A, 乏 ) 是 偏 序 集 ,z,yEA, 若 下 列 三 个 条 件 同 机 
时 成 立 , 则 称 元 素 y 盖 住 元 素 x : 
(1) zx 天 >y。 
(2) zy. 
(3) 不 存在 异 于 x 和 y 的 元 素 z=EA, 使 x 三 xz 且 x 三 y 同时 成 立 . 
直观 地 看 ,y 盖 住 z 是 指 y 是 x 的 “顶头 上 司 ”. 记 COV(A)={(zx,y)|x,yEA 且 y 盖 住 x). 
【 例 2-62〗 设 X={a,b), 令 A=P(X)=={ 名 ， {a}, {0)}, {a, 6}}, 集 A 上 的 包含 关系 
“CSC” 是 其 上 的 偏 序 关系 , 求 COV(A). 
解 根据 定义 知 , {a}) 盖 住 名 ，{6} 盖 住 避 ，{a, 6b) 盖 住 {a}，{a, 5b} 盖 住 {6}. 因此 
OV = {02 ti) (Zs ts Co > tar Os (Ws an} 
设 (A, 乏 ) 是 偏 序 集 , 按 下 面 方式 画 出 的 图 称 为 (4A, 乏 ) 的 哈 斯 图 : 
{ab} (1) 用 黑 点 或 小 圆圈 代表 集合 A 中 的 元 素 . 
(2) 对 于 任意 (x,， y)ECOV(A), 即 > 盖 住 zx ,都 将 y 画 在 z 的 上 
{a} 0} 方 且 在 y 与 x 之 间 画 一 条 无 向 边 . 
注意 ”只 有 一 条 线 上 的 两 个 元 素 可 以 比较 大 小 : 下 方 元 素 委 上 方 
元 素 , 不 同 线 上 的 两 个 元 素 不 能 比较 大 小 , 即 没有 关系 ,这 是 偏 序 名 称 
的 来 历 . 线性 序 的 哈 斯 图 是 一 条 链 (chain). 
加 过 由 例 2-62 中 的 偏 序 集 的 哈 斯 图 见 图 2-21.(P({a,5,c)), 己 ) 的 哈 斯 


(a) (b) 
图 2-20 


图 见 图 5-4(c). 


2.7.3 偏 序 集中 的 特殊 元 素 


在 偏 序 集 (A ,三 ) 中 , 设 Z 了 SCA, 对 于 A 中 的 偏 序 三 而 言 ,S 中 处 于 某 些 特殊 位 置 的 
元 素 是 很 重要 的 . 建议 在 理解 这 些 特殊 元 素 时 ,将 偏 序 三 当 作 “小 于 等 于 ”, 虽 然 它 一 般 不 是 
数 的 小 于 等 于 . 

【定义 2-26】 设 (A ,三 ) 是 偏 序 集 ,CD 了 SSCA,bES. 

(1) 车 对 于 任意 xzES, 均 有 zx 二 45, 则 称 b 是 子 集 S 的 最 大 元 (greatest element). 

(2) 车 对 于 任意 xES, 均 有 6 二 x, 则 称 5 是 子 集 S 的 最 小 元 (least element). 

例 2-57 中 的 偏 序 集 (R, 三 ) 中 ,车 取 S=Z, 则 S 既 无 最 大 元 也 无 最 小 元 , 这 就 说 明 一 个 
子 集 的 最 大 (小 ) 元 不 一 定 存 在 . 

在 例 2-58 中 的 (P(X), 丑 ) 中 , 取 S=P(X), 因 为 对 于 任意 AEP(X), 均 有 ACSCX, 所 
以 S 的 最 大 元 是 X. 同 理 可 知 ,S 的 最 小 元 是 纪 . 

就 整除 关系 而 言 , 因 为 对 于 任意 zxEN+ , 均 有 1|z, 于 是 例 2-59 中 的 偏 序 集中 ,N+ 的 最 
小 元 是 1. 因为 没有 被 所 有 正 整 数 整除 的 正 整数 ,所 以 N+ 无 最 大 元 . 

若 取 S=={2,4,6,12), 则 S 的 最 大 元 为 12，S 的 最 小 元 为 2. 

【定理 2-27】 在 偏 序 集 (A, 达 ) 中 ,BB 关 SSA, 若 S 的 最 大 (小 ) 元 存在 , 则 是 唯一 的 . 

证 设 a,5b 是 S 的 最 大 元 , 因为 a 是 最 大 元 ,所 以 有 0 二 a; 同样 ,因为 5 是 最 大 元 ,所 
以 有 ab. 由 于 偏 序 三 是 反对 称 的 ,因而 有 a==6b. 同 理 可 证 最 小 元 的 唯一 性 . 

在 偏 序 集 (A ,三 ) 中 ,A 的 最 大 元 通常 记 为 1, A 的 最 小 元 通常 记 为 0. 

借助 于 偏 序 集合 (A, 三 ) 中 非 空 集合 S 的 最 小 元 的 概念 ,可 以 给 出 以 下 定义 : 

【定义 2-27】 设 (4A, 科 ) 是 偏 序 集 , 若 对 于 任意 儿 和 关 SSA,S 都 存在 最 小 元 , 则 称 
三 是 A 上 的 良 序 (well order) , 称 (A, 三 ) 是 良 序 集 (well ordered set). 

【 例 2-63】 证 明 : 自然 数 集合 N 关 于 数 的 小 于 等 于 关系 三 是 良 序 集 . 

证 对 于 任意 NN 的 非 空子 集合 S, 在 S 中 取 一 个 元 素 ,再 判断 比 它 小 的 元 素 是 否 属于 
S 即 可 得 出 S 的 最 小 元 , 故 (N, 三 ) 是 良 序 集 . 

可 以 证 明 以 下 定理 . 

【定理 2-28】 任意 良 序 集 (A, 志 ) 是 线性 序 集 . 

证 对 于 任意 zx,y€EA, 由 于 (4A, 三 ) 是 良 序 集 , 所 以 {zx,y}) 必 存在 最 小 元 ,比如 说 x, 显 
然 x 三 y, 即 (A ,三 ) 是 线性 序 集 . 

一 般 来 说 ,线性 序 不 一 定 是 良 序 . 

【 例 2-64】 验证 : (Z, 三 ) 是 线性 序 , 但 不 是 良 序 . 

解 显然 ,(Z, 三 ) 是 线性 序 . 由 于 本身 就 不 存在 最 小 元 ,所 以 (Z, 三 ) 不 是 良 序 集合 . 

容易 证 明 以 下 定理 . 

【定理 2-29】 任意 有 限 的 线性 序 集合 是 良 序 集合 . 

下 面 继续 讨论 偏 序 集合 中 的 另外 一 些 特殊 元 素 . 

【定义 2-28】 设 (A ,三 ) 是 偏 序 集 ,了 SCA,bES. 

(1) 对 于 任意 xzES, 若 2 和 xz, 有 > 一 0, 则 称 / 是 子 集 S 的 极 大 元 (maximal element). 

J 


(2) 对 于 任意 xzES, 若 x 三 b, 有 z==b; 则 称 5 是 子 集 S 的 极 小 元 (minimal element). 

事实 上 ,6b 是 S 的 极 大 元 是 指 S 中 没有 比 b 更 大 的 元 素 ; 5 是 S 的 极 小 元 是 指 S 中 没有 
比 更 小 的 元 素 . 

在 例 2-57 中 , 取 S=R, 则 S 既 无 极 大 元 也 无 极 小 元 , 这 就 说 明子 集 的 极 大 (小 ) 元 不 


。 ”一 定 存在 . 
【 例 2-65】 哈 斯 图 (如 图 2-22 所 示 ) 的 偏 序 集中 ,{a,6,c,d,e, 了 的 极 
ce 大 元 是 a, 5; {a,b,c,d,e, 了 的 极 小 元 是 e, f. 
4 上 述 例子 说 明 ,一 个 子 集 的 极 大 (小 ) 元 不 一 定 存在 . 车 存在 也 不 一 定 
唯一 .但 车 S 的 最 大 (小 ) 元 存在 , 则 S 的 极 大 (小 ) 元 存在 且 唯 一 . 
g f 显然 ,在 偏 序 集 (A, 三 ) 中 ,任意 有 限 的 非 空子 集 都 存在 极 小 元 . 若 


图 2-22 A 是 有 限 集 ,利用 这 个 结论 可 以 在 集合 A 上 定义 一 个 与 二 一 致 的 线性 序 ， 
进而 将 A 进行 拓扑 排序 ,其 算法 参见 参考 文献 [2]. 

【定义 2-29】 设 (A ,三 ) 是 偏 序 集 ,了 关 SSA. 

(1) 若 存 在 a€ A, 对 于 任意 xES, 均 有 x 三 a, 则 称 a 为 子 集 S 的 上 界 (upper bound). 

(2) 车 存在 a€ A, 对 于 任意 xES, 均 有 a 三 x, 则 称 a 为 子 集 S 的 下 界 (lower bound). 

容易 知道 ,A 中 元 素 a 是 S 上 (下 ) 界 是 指 4 在 S 中 每 一 个 元 素 的 上 (下 ) 方 . 

在 例 2-65 中 , 取 S={c,d}, 则 S 的 上 界 为 a, b,c,S 的 下 界 为 4,e，f. 若 取 S= 
{asbycrdse,f), 则 S 既 无 上 界 也 无 下 界 ， 只 需 注 意 元 素 a 和 4b, 以 及 元 素 e 和 了 是 没有 偏 
序 关系 的 . 

【定义 2-30〗 设 (A ,三 ) 是 偏 序 集 ,B 取 SSA. 

(1) 子 集 S 的 最 小 上 界 称 为 S 的 上 确 界 (least upper bound), 记 为 lub(S) 或 sup(S). 

(2) 子 集 S 的 最 大 下 界 称 为 S 的 下 确 界 (greatest lower bound), 记 为 glb(S) 或 inf(S). 

因为 子 集 S 的 上 (下 ) 界 不 一 定 存在 ,所 以 子 集 S 的 上 (下 ) 确 界 不 一 定 存 在 .下 例 说 明 ， 
即使 子 集 S 的 上 (下 ) 界 存在 , 子 集 S 的 上 (下 ) 确 界 也 不 一 定 存在 . 

【 例 2-66】 在 哈 斯 图 如 图 2-23 的 偏 序 集中 , 试 说 明 {d,e} 有 上 界 但 无 a 
上 确 界 ,{5,c) 有 下 界 但 没有 下 确 界 . 

解 ” 显然 ,a,b,c 是 (d,e} 的 上 界 ,但 由 于 {a,5,c) 无 最 小 元 , 即 {d,e} 无 “ ° 
上 确 界 .同样 ,d,e,f 是 (6,c} 的 下 界 ,而 {d,e,f) 无 最 大 元 , 即 {0,c) 无 下 4 , 
确 界 . 

【定理 2-30】 设 (A, 三 ) 是 偏 序 集 ,CD 隆 SSA, 车 S 的 上 (下 ) 确 界 存 
在 , 则 唯一 . 图 2-23 

证 〈 留 作 练习 ). 

【 例 2-67】 设 X 是 集合 .证 明 : 偏 序 集 (P(X), 忆 ) 中 任意 两 个 元 素 均 存在 上 确 界 以 及 
下 确 界 . 

证 ”对 于 任意 A,BEP(X) ,显然 AUBEP(CX). 由 于 ASEAUB 且 BSAUB, 所 以 
AUB 是 A 和 B 的 上 界 .假设 C 是 A 和 B 的 上 界 , 即 ASCSC,BCC, 因 此 AUBSC, 故 AU 
B 是 A 和 B 的 最 小 上 界 , 即 有 sup{A, B}=AUB. 同 理 可 证 ,inf{(A，B)}=A 门 B. 


而 有 二 


【 


界 ， 


例 2-68】 设 N+ 是 集合 ,证 明 : 偏 序 集 (N+ ,|) 中 任意 两 个 元 素 均 存在 上 确 界 以 及 下 确 


其 中 | 是 整除 关系 . 


证 ”对 就 整除 关系 而 言 ,对 于 任意 x,yE NT , 令 工 与 y 的 最 小 公 倍数 为 ltm(Cz，y)，, 根 
据 公 倍数 的 定义 知 ,z|lcm(Cz，y) 且 yllcem(x, y), 所 以 lem(x，, y) 是 {zx,y) 的 上 界 . 假定 
xz 是 {z,y} 的 上 界 , 则 zlz 且 yl|z, 即 = 是 z 与 y 的 倍数 ,根据 最 小 公 倍 数 的 定义 知 ， 


lem(zx 


是 {x， 


于 


，y)|z, 于 是 lem(x, y) 是 {x,y} 的 上 确 界 . 同样 可 证 ,zx 与 y 的 最 大 公约 数 gcdCz，y) 
y) 的 下 确 界 . 


习 题 2.7 


. 令 Dis 是 12 的 所 有 正 公 因 数组 成 的 集合 ,证 明 其 上 的 整除 关系 “| ?是 偏 序 关系 ,并 画 


出 (Diz ,|) 的 哈 斯 图 . 


2. 


证 明 : 
3 


设 集合 A 二 {a,b,c,d,e} 上 的 关系 为 
R={(asa),(asb) ,asc) (aysd) (aye)s (0b,6), (bsc), (bye)s (cyc)， 
(ce),(d,d),(d,e),(e,e)} 
(4A,R) 是 偏 序 集 , 并 画 出 哈 斯 图 . 
. 若 (A, 三 ) 是 偏 序 集 ,S 夺 A, 证 明 : 志 在 S 上 的 限制 三 |s 是 S 上 的 偏 序 . 通常 将 


(S, 二 |s) 记 为 (S, 志 ). 


4. 若 (A ,三 ) 是 偏 序 集 , 记 二 为 三 ,证 明 (A ,三 ) 是 偏 序 集 . 

5. 设 R 和 S 是 集合 A 上 的 两 个 偏 序 , 表 2-7 列 出 了 偏 序 与 关系 运算 的 联系 . 

表 2-7 

RUS RNS R R=—S RDS RS 
x Vv x x 4 Vv x 


正确 的 给 出 证 明 ,错误 的 给 出 反例 . 


6. 


和 
Sr 


( 


% 


证 明 : (1) 车 RR 为 A 上 的 拟 序 , 则 -CR)=RUR 为 A 上 的 偏 序 . 

2) 若 尺 为 A 上 的 偏 序 , 则 R 一 I4 为 A 上 的 拟 序 . 

证 明 : 任意 有 限 的 非 空 偏 序 集 (A ,三 ) 都 存在 极 小 元 及 极 大 元 . 

设 偏 序 集 (A ,三 ) 的 哈 斯 图 如 图 2-24 所 示 . 呈 

1) 求 集合 A 的 最 大 元 素 、 最 小 元 素 、. 极 大 元 素 和 极 小 元 素 . 

2) 求 子 集 {0,c,d} 的 上 界 `. 下界、 上 确 界 和 下 确 界 . b c 
设 (A ,三 ) 是 偏 序 集 , 必 关 SCA, 车 S 的 上 (下 ) 确 界 存 在 , 则 一 


定 唯一 有 4 


1 
由 
( 
( 


0. 在 偏 序 集 (PCX) ,三 ) 中 ,证 明 : inf {A, B}=ANBEP(X). 图 2-24 
1. 设 F(N) 是 自然 数 集合 N 的 全 体 有 限 子 集 组 成 的 集合 . 

1) 证 明 : C(F(CN), 三 ) 是 偏 序 集 . 

2) (FCN)， 握 ) 是 否 有 极 大 元 ,为 什么 ? 


人 


(3) (F(N), 己 ) 是 否 有 极 小 元 ,为 什么 ? 

(4) 对 于 任意 A,BEF(N) ,是 否 存 在 sup{A, B}? 

(5) 对 于 任意 A,BEF(N) ,是 否 存在 inf{A, B}? 

12. 设 S 为 集合 且 A 二 P(S) 一 {S, 名 }) 关 名 , 求 (A, 己 ) 的 极 小 元 、 极 大 元 、 最 小 元 及 最 
米 元 : 

13. 设 A 和 B 是 集合 ,A 关 如 ,(B, 三 ) 是 偏 序 集 .定义 B4 上 的 关系 R 如 下 : 

(fg)} E RSOf(X)E g(r); VTEA 

(1) 证 明 : 关系 RR 是 B* 上 的 偏 序 . 

(2) 给 出 (B4,R) 存 在 最 大 元 的 必要 条 件 和 最 大 元 的 一 般 形式 . 

14. 设 A 是 集合 ,P 是 A 的 所 有 划分 组 成 的 集合 ,对 于 任意 zm EP 和 zszE 已 ,规定 己 上 
的 关系 R 如 下 : 


mRr: OVYXEN YE x XEY 
则 R 是 集合 P 上 的 偏 序 . 


本 章 小 结 


1. 关系 的 概念 

离散 数学 研究 离散 对 象 , 主要 研究 对 象 之 间 的 联系 , 即 关系 . nn 个 对 象 之 间 的 关系 就 是 
n 元 关系 , 借助 于 集合 可 对 元 关系 建立 数学 模型 . 

设 A 和 B 是 集合 , 车 RCSAXB, 则 称 R 为 A 到 B 的 2 元 关系 . 集合 A 上 的 2 元 关系 
R 是 指 RCAXA. 若 |A|=m,|B|=n, 则 A 与 B 间 的 关系 共有 2” 个. 

深入 理解 整数 集 Z 上 整除 关系 和 模 m 同 余 关系 , 理解 模 mm 同 余 关系 的 性 质 和 3 个 重 
要 定理 , 能 进行 简单 的 同 余 线性 方程 和 同 余 线性 方程 组 的 求解 . 

关系 R 中 所 有 序 偶 第 一 坐标 构成 的 集合 为 R 的 定义 域 dom R,， 所 有 序 偶 第 二 坐标 构 
成 的 集合 为 R 的 值 域 ran R. 

熟练 A 到 B 的 关系 和 A 上 的 关系 的 关系 图 表示 方法 , 能 写 出 关系 的 关系 矩阵 . 

了 解 函数 的 关系 定义 . 实际 上 , 关系 是 函数 的 推广 . 

2. 关系 的 运算 

关系 是 集合 , 所 以 关系 可 进行 集合 运算 RUS,RNMS,R,R 一 S,R®S. 

设 RECAXB, 则 


RY = {2) | (zy) € RY 

设 A, B,C 是 集合 ,车 RCAXB,SCBXC, 则 ReS={(zx,z)|z€EA,zEC, 存 在 yEB 使 得 
(zy ER (yr ES), 

熟练 掌握 关系 的 运算 及 与 运算 有 关 的 结论 . 

3. 关系 的 性 质 

关系 的 性 质 是 本 章 重点 内 容 之 一 , 也 是 难点 内 容 . 

(1) 设 RECAXA, 若 对 于 任意 zxEA, 均 有 (z,z)ER, 则 尽 就 是 A 上 的 自 反 关系 . RR 在 
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A 上 自 反 的 充 要 条 件 是 TSR. 
(2) 设 RCAXA, 若 对 于 任意 xzEA, 均 有 (x,x) 久 R, 则 R 就 是 A 上 的 反 自 反 关系 . 
R 在 A 上 反 自 反 的 充 要 条 件 是 14 败 R= 作 . 
(3) 设 REAXA, 对 于 任意 xz,yEA, 如 果 (z,y)ER, 那 么 有 (y,z)ER, 则 尽 就 是 A 上 
的 对 称 关 系 . R 在 A 上 对 称 的 充 要 条 件 是 R=R7. 
(4) 设 REAXA, 对 于 任意 zx,yEA, 如 果 (z,y)ER 且 (y,z)ER, 那 么 一 定 有 xz 一 y， 
则 R 就 是 A 上 的 反对 称 关 系 . R 在 A 上 反对 称 的 充 要 条 件 是 RN 站 R71SETa. 
(5) 设 RCAXA, 对 于 任意 x,y,zEA, 如 果 (x,y)ER 且 (y,z)ER, 那 么 (zx,z)ER, 则 
R 就 是 A 上 的 传递 关系 . 关系 RR 在 A 上 传递 的 充 要 条 件 是 ReRER. 
4. 关系 的 闭 包 
设 RCAXA, 最 小 的 包含 R 的 自 反 (对 称 \ 传 递 ) 关 系 就 是 R 的 自 反 闭 包 r(R) (对称 闭 
包 s(R) ,传递 闭 包 t(R)). 
(R=: 民 革 又 
s(R)=RUR- 
KR -UR—RURURU.. 
要 求 熟练 掌握 关系 的 闭 包 运算 , 能 根据 闭 包 的 定义 .关系 图 及 上 述 计算 公式 求 出 关系 
的 闭 包 ( 较 少 使 用 传递 闭 包 公式 进行 计算 ). 
5. 等 价 关系 
设 RSEAXA, 若 尺 具有 自 反 性 、 对 称 性 以 及 传递 性 , 则 尺 就 是 A 上 的 等 价 关系 . 
设 R 是 A 上 的 等 价 关 系 , 对 于 任意 a€A, 元 素 a 关于 等 价 关系 R 所 在 的 等 价 类 
eljxs= {|zEAH( zr) ER) 
集合 A 的 划分 x 与 集合 A 上 的 等 价 关 系 R 可 以 建立 一 一 对 应 关系 1: x 一 R. 实际 上 , 集合 
A 上 等 价 关 系 尺 是 划分 集合 A 的 标准 . 要 求 掌 握 等 价 关系 的 定义 及 等 价 类 的 计算 . 
6. 相 容 关系 
设 RSCAXA, 若 尺 具有 自 反 性 和 对 称 性 , 则 称 尺 为 A 上 的 相 容 关 系 或 相似 关系 . 设 
{Ai|iET} 是 集合 A 的 覆盖 , 则 R 一 UA:XAi; 是 A 上 的 相 容 关系 . 
理解 相 容 关系 的 定义 ,， 了解 相 容 类 和 极 大 相 容 类 . 
7. 偏 序 关 系 
设 RCAXA, 若 尺 具有 自 反 性 \ 反 对 称 性 和 传递 性 , 则 R 就 是 A 上 的 偏 序 . 设 (A, 志 ) 
是 偏 序 集 , 若 对 任意 zx,y€EA, 有 zy 或 y 三 zx, 则 二 就 是 A 上 的 线性 序 或 全 序 . 
设 (A ,三 ) 是 偏 序 集 , > 盖 住 x 是 指 y 是 x 的 “顶头 上 司 ”. 哈 斯 图 的 画 法 : 
(1) 用 黑 点 或 小 圆圈 代表 集合 A 中 的 元 素 ; 
(2) 若 > 盖 住 x ,就 将 y 画 在 z 的 上 方 且 在 y 与 x 之 间 画 一 条 线 . 哈 斯 图 表明 了 偏 序 集 
中 的 元 素 之 间 的 层次 结构 . 
除 要 求 掌 握 偏 序 集 的 定义 和 哈 斯 图 的 画 法 外 , 还 要 会 计算 偏 序 集中 满足 要 求 的 特殊 
元 素 . 
设 (A, 三 ) 是 偏 序 集 ,OO 了 SCA: 


站 /这 光 


(BES5S 中 每 个 元 素 却 OECD 大 就 是 9 的 最 大 元 :5E SS 中 每 不 元 索 二 Eee 
b 就 是 S 的 最 小 元 . 

(2) bES, 若 S 中 没有 比 2 更 大 (小 ) 的 元 素 , 5b 就 是 S 的 极 大 (小 ) 元 . 

(3) A 中 元 素 a 是 S 上 (下 ) 界 是 指 < 在 S 中 每 一 个 元 素 的 上 (下 ) 方 . 

(4) S 的 最 小 上 界 是 S 的 上 确 界 ，S 的 最 大 下 界 是 S 的 下 确 界 . 


es 


第 3 章 命题 逻辑 


逻辑 是 一 个 常用 的 术语 ,平时 说 话 、 做 事 、 思 考 问题 等 都 要 合乎 逻辑 ， 比 如 ,一 位 老师 正 
在 学 校 上 课 , 而 要 说 他 在 太空 漫步 就 不 合乎 逻辑 ,把 “逻辑 地 址 ?和 弄 错 了 . 同时 ,逻辑 推理 也 
无 处 不 在 ,从 日 常生 活 中 的 实际 问题 的 解决 到 数学 定理 的 证 明 以 及 程序 正确 性 验 i 

逻辑 学 是 研究 思维 形式 .思维 方法 及 思维 规律 尤其 是 推理 的 学 科 , 早 在 两 千 多 年 前 就 受 
到 人 们 的 重视 , 古 希 腊 著名 逻辑 学 家 亚 里 士 多 德 (Aristotle, 公 元 前 384 一 公元 前 322) 是 形 
式 逻 辑 的 创始 人 . 形式 逻辑 ,现在 称 为 普通 逻辑 学 ,要 详细 讨论 概念 ( 词 项 ) .判断 (命题 ) 和 
各 种 形式 的 推理 ,研究 逻辑 基本 规律 等 内 容 . 

联合 国教 科 文 组 织 将 逻辑 学 列 为 与 数学 、 物 理学 、 化 学 、 天 文学 地学、 生物 学 同等 重要 
的 基础 学 科 ,在 我 国 MBA、MPA 以 及 工程 硕士 人 学 考试 加 入 了 逻辑 测试 题 ,国内 很 多 大 公 
司 \ 企 业 招聘 高 级 员工 时 也 开始 加 试 逻辑 测试 . 

德国 数学 家 ,哲学 家 莱 布 尼 茨 (G，Leibniz,1647 一 1716) 首先 提出 用 数学 方法 研究 逻 
辑 ,就 是 建立 一 套 表意 符号 体系 ,在 符号 之 间 进 行 形式 推理 . 莱 布 尼 蒋 是 数理 迎 辑 的 创始 人 . 
也 正 因为 这 样 ,数理 逻辑 又 称 为 符号 逻辑 . 

逻辑 推理 无 处 不 在 ,从 日 常生 活 中 的 实际 问题 的 解决 到 数学 定理 的 证 明 以 及 程序 正确 
性 验证 . 

除了 传统 的 数理 逻辑 (内 容 包 括 逻 辑 演算 .公理 化 集合 论 23 .模型 论 .递归 论 和 证 明 论 ) 
外 ,还 出 现 了 各 种 各 样 的 应 用 逻辑 ,如 多 值 逻 辑 、 模 态 逻 辑 、 归 纳 逻 辑 、 时 序 逻 辑 、 动 态 迎 辑 、 
模糊 逻辑 . 非 单调 迎 辑 .默认 逻辑 .数字 逮 辑 .电路 迎 辑 .算法 逻辑 及 程序 多 辑 等 ,这 些 都 与 计 
算 机 科学 密切 相关 ,参考 有 关 文 献 [14]. 

人 们 需要 学 习 、 思 考 机 器 特别 是 计算 机 是 如 何 进行 逻辑 思维 的 ,以 便 用 硬件 或 软件 去 模 
拟 ( 广 义 下 的 计算 ) 实 现 人 的 逻辑 思维 ,这 是 一 种 最 好 的 计算 思维 (computational thinking) 
培养 形式 . 

命题 逻辑 与 谓词 逻辑 是 数理 逻辑 的 基础 部 分 ,本 章 学 习 命 题 逻辑 ,内 容 涉及 集合 、 映 

命题 逻辑 的 研究 对 象 是 命题 . 


3.1 命题 的 有 关 概 念 


计算 机 的 计算 过 程 就 是 推理 过 程 ,而 每 一 步 推理 离 不 开 判 断 ,判断 的 对 象 就 是 命题 . 
什么 是 命题 ? 命题 (proposition 或 statement) 是 能 判断 出 真 假 (或 真 假 程度 ) 的 语句 . 可 
以 从 三 个 方面 去 理解 : 
(1) 命题 必须 是 一 个 完整 的 句子 ,包括 用 数学 式 子 如 2 十 3==5 代表 的 语句 . 这 一 点 在 后 
面 的 命题 符号 化 时 要 注意 . 
(2) 所 给 语句 具有 真 假意 义 , 即 有 是 否 符合 客观 实际 或 是 否 合理 之 分 . 一 般 来 说 ,只 有 
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陈述 句 才 可 能 具有 真 假意 义 , 祈 使 句 、 疑 问 句 和 感叹 句 不 具有 真 假意 义 . 

(3) 能 判断 出 真 假 . 不 过 ,要 是 将 来 某 时 候 能 判断 出 真 假 也 行 . 

【 例 3-1】 判断 下 列 语句 是 否 是 命题 . 

(1) 辽宁 舰 是 中 国 的 第 一 稻 航 空 母 舰 . 

(2) 我 喜欢 智能 手机 和 平板 电脑 . 

V3) 

(4) 立正 ! 

(5) 这 和 采花 真 漂亮 ! 

(6) 你 要 我 的 手机 号 码 是 想 给 我 充 话 费 ? 

(7) 火星 上 有 生物 . 

(8) 这 句 话 是 假 话 . 

(9) 小 王 和 小 李 是 同学 . 

(10) 你 只 有 刻苦 学 习 , 才 能 取得 好 成 绩 . 

解 ”很 显然 ,(1) 和 (2) 是 命题 . 

(3) 不 是 命题 ,因为 无 法 知道 变量 x 的 取 值 ,进而 无 法 确定 其 真 假 . 

(4) 是 祈 使 句 , 它 本 身 没有 对 错 之 分 ,但 命令 发 出 后 会 有 终结 反应 . 

(5) 是 感叹 句 ,(6) 是 疑问 句 , 没 有 真 假意 义 ( 反 语句 如 “你 也 喜欢 《潜伏 ) 吗 ?” 除 外 ). 不 
过 ,也 可 以 认为 (5) 是 “这 和 采花 漂亮 ”的 强调 形式 , 因而 是 命题 . 

在 2005 年 ,美国 “发 现 ? 号 探测 器 发 现 火星 上 有 水 ,至 今 尚 不 知道 火星 上 是 否 有 生物 ， 
2012 年 着 陆 火 星 的 “好 奇 " 号 正在 探测 ,但 我 们 相信 在 将 来 某 个 时 候 一 定 会 知道 的 ,因此 ， 
(7) 被 认为 是 命题 ,正如 我 们 把 哥 德 巴赫 (C，Goldbach，1690 一 1764)1742 年 猜想 “1 十 1= 
2”, 即 “大 于 4 的 偶数 是 两 个 奇 素数 之 和 ”看 作 命 题 一 样 , 现 已 经 对 直到 10* 的 所 有 的 大 于 4 
的 偶数 都 已 经 验证 结论 是 正确 的 . 1966 年 我 国 数学 家 陈景润 证 明了 “1 十 2 二 3”, 即 “一 个 充 
分 大 的 偶数 是 一 个 奇 素数 和 一 个 不 超过 两 个 奇 素数 乘积 的 数 之 和 ”. 

(8) 是 悖 论 ,不管 承认 对 还 是 错 都 会 导致 矛盾 . 若 一 个 理论 中 出 现 悖 论 ,说 明 该 理论 有 
不 合理 的 地 方 . 为 了 避免 悖 论 的 出 现 ,也 许 会 产生 新 的 研究 分 支 ,如 公理 化 集合 论 等 . 

(9) 和 (10) 是 命题 . 

虽然 ,问题 的 重点 不 在 于 判断 一 个 语句 是 否 是 命题 ,特别 是 命题 的 真 假 问 题 ,因为 有 些 
判断 还 涉及 概念 的 内 涵 问 题 , 但 对 于 初学 用 符号 去 研究 逻辑 的 人 来 说 ,理解 命题 概念 还 是 非 
常 必要 的 . 

命题 的 真 值 (truth) 就 是 命题 的 逻辑 取 值 . 经 典 逻 辑 值 只 有 两 个 : 1 和 0, 它 们 是 表示 事 
物 状 态 的 两 个 量 . 若 一 个 命题 是 真 命题 ,其 真 值 为 1; 若 一 个 命题 是 假 命题 ,其 真 值 为 0. 在 
计算 机 专业 课程 中 ,将 逻辑 真 用 1 表示 ,逻辑 假 用 0 表示 . 通常 规定 , 1 表示 开关 处 于 接 通 状 
态 ,0 表示 开关 处 于 断 开 状态 :三极管 饱和 用 1 表示 ,三极管 截止 用 0 表示 ;在 电路 分 析 和 设 
计时 规定 ,1 表示 高 于 逻辑 高 电 平 信号 ,0 表示 届 辑 低 电 平 信号 等 .实际 上 在 数理 逻辑 中 ,更 
多 时 候 逻 辑 真是 用 T(True), 逻辑 假 用 F(False) 表 示 的 . 

若 一 个 命题 不 包含 有 更 小 的 命题 , 则 称 其 为 原子 命题 (atom) 或 简单 命题 ,否则 称 为 复 
合 命题 (compound proposition). 原子 命题 是 命题 逻辑 研究 的 基本 单位 ,区 分 原子 命题 在 后 
面 命题 的 符号 化 时 是 很 重要 的 . 在 例 3-1 中 ,(1)、(2)、(7)、(9) 是 原子 命题 ,特别 注意 (9) 是 
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原子 命题 ,不 能 把 它 分 解 为 “小 王 是 同学 "和 “小 李 是 同学 ”. (10) 是 复合 命题 , 它 包 含有 两 个 
原子 命题 “你 刻 苗 学 习 ” 和 “你 取得 好 成 绩 ”. 

通常 用 小 写 英文 字母 p,g.r,s，… 或 带 下 标 pi, ps，ps，… 等 来 表示 原子 命题 ,如 用 
pp: 2 十 3 一 5,q: 今天 我 们 上 课 . 

现在 已 经 向 构造 符号 体系 迈 出 了 第 一 步 . 还 有 的 联结 词 符号 将 在 下 节 介 绍 .把 1 和 0 称 
为 逻辑 常量 (logical constant), 今后 在 逻辑 表达 式 中 出 现 的 pq,r,s,… 或 加 ,jp ,jp 等 
称 为 命题 变 元 (proposition variable) 或 逻辑 变量 (logical variable). 命题 变 元 可 以 代表 任意 
命题 ,从 取 值 的 角度 看 ,命题 变 元 既 可 以 取 1 也 可 以 取 0. 


习 题 3.1 


1. 指出 下 列 语句 哪些 是 命题 ,对 于 命题 指出 其 真 值 . 

(1) 北京 在 2008 年 举办 奥运 会 . 

(2) 离散 数学 是 计算 机 专业 的 必修 课 . 

32 二 2 

(4) 西南 大 学 是 一 所 “211 工程 ”建设 的 学 校 . 

(5) 1 是 素数 . 

(6) 读 大 学 就 是 要 学 会 思考 . 

(7) 月 收入 超过 3500 元 要 上 缴 个 人 所 得 税 . 

2. 找 出 下 列 各 命题 的 所 有 原子 命题 ,并 分 别 用 小 写 英 文字 母 表示 . 
(1) 我 不 去 游泳 . 

(2) 张 三 一 边 看 书 ,一边 用 iphone 听 音 乐 . 

(3) 小 李 能 歌 善 舞 . 

(4) 这 学 期 我 选修 “人工 智能 ”或 “模式 识别 "课程 . 

(5) 明天 去 深圳 的 飞机 是 上 午 八 点 或 上 午 八 点 半 起 飞 . 

(6) 如 果 我 有 时 间 ,我 就 回 家 去 看 望 我 的 父母 . 

(7) 我 今天 进 城 ,除非 天 下 雨 . 

(8) 小 张 既 没有 外 出 也 没有 上 网 ,他 在 睡觉 . 
(9) 你 只 有 刻苦 学 习 , 才 能 取得 好 成 绩 . 
(10) 仅 当 你 走 , 我 留 下 值班 . 


3.2 逻辑 联结 词 


命题 逻辑 中 出 现 的 命题 , 除 原子 命题 外 ,更 多 的 是 复合 命题 . 一 方面 ,复合 命题 是 由 原子 
命题 构成 的 , 它 需 要 联结 词 ; 另 一 方面 ,给 定 了 原子 命题 , 使 用 逻辑 联结 词 (logical 
connectives) 可 以 将 它们 构成 一 个 复合 命题 ,这 也 是 逻辑 联结 词 的 作用 之 一 . 

逻辑 联结 词类 似 于 自然 语言 中 的 连词 ,但 逻辑 联结 词 就 是 逻辑 运算 , 除 在 本 节 对 其 进行 
严格 定义 外 ,还 需要 在 其 后 讨论 其 运算 性 质 . 


3.2.1 否定 联结 词 ” 也 


设 p 表示 一 个 命题 ，-p 是 对 命题 p 的 否定 (negation, not) , 读 作 “ 非 p”. 
例如 , 令 p: 2 十 3==5, 则 一 p: 2 十 3 天 5. 于 是 ,1 元 运算 一 的 运算 表 , 如 表 3-1 所 示 . 
了 Pp 也 可 以 用 ~~p 表示 ,在 C 语 言 中 用 !p 表示 ,在 信息 检索 中 


用 一 表示 ,在 数字 有 未 辑 以 及 计算 机 组 成 原理 中 用 万 表示 ,与 其 对 应 要 3 

的 门 电路 为 * 非 门 ” p | 2 
-是 数理 馆 辑 中 的 标准 记号 ,而 在 实际 应 用 时 常 采用 5 记号 ， 1 | 0 

建议 大 家 对 这 两 种 记号 都 要 熟悉 ol 1 


一 是 仅 有 的 一 个 1 元 逻辑 运算 符 ,下面 讨论 的 都 是 2 元 运算 符 . 
3.2.2 合 取 联结 词 p 人 gq 


令 pb: 小 李 能 歌 ,g: 小 李 善 舞 , 则 p 与 q 的 合 取 (conjunction, and) 人 g: 小 李 能 歌 并 且 
善 舞 . 合 取 联结 词 人 相当 于 自然 语言 中 的 “并 且 ”、“ 与 “和 ”“ 以 及 ”“ 不 但 … 而 且 …”、“ 虽 
然 … 但 是 …”“ 尽 管 … 仍 然 …” 等 . 合 取 联结 词 人 的 运算 表 如 表 3-2 所 示 . 

表 3-2 


p 


phAg 


1 


1 


1 


0 


注意 

(1)“ 小 王 和 小 李 是 同学 ”中 的 “和 ”没有 合 取 之 意 . 

(2) 在 数理 逻辑 中 , 合 取 联 结 词 人 可 以 将 任意 两 个 命题 联结 起 来 以 构造 出 新 的 命题 ,如 
用 p: 2 十 3 二 5,gq: 今天 上 课 , 则 p Ag: 2 十 3 二 5 且 今 天 上 课 . 下 面 要 介绍 的 其 他 联结 词 都 
是 这 样 理解 . 

PP Ag 可 用 pe&gq 或 p *g 表示 ,在 C 语 言 中 用 pe&&g 表示 ,在 数字 逻辑 以 及 计算 机 组 成 
原理 中 pAgq 用 pg 表示, 并且 约定 *。” 可 以 省 略 ， 直接 写成 pq, 与 其 对 应 的 门 电路 为 
“a 


3.2.3 ” 析 取 联结 词 pVg 


令 p: 这 学 期 我 选修 人 工 智能 课程 ,gq: 这 学 期 我 选修 模式 识别 课程 , 则 p 与 g 的 析 取 
(disjunction, or)pVgq: 这 学 期 我 选修 人 工 智 能 或 模式 识别 课程 . 析 取 联结 词 V 相当 于 自然 
语言 中 的 “或 ” 析 取 联结 词 V 的 运算 表 如 表 3-3 所 示 . 


表 3-3 
p gq pVg p gq pVg 
1 1 1 0 和 1 
1 0 | 0 0 0 


Fr 


pVg 在 C 语 言 中 用 pg 表示 ,在 数字 风 辑 以 及 计算 机 组 成 原理 中 pVg 用 p 十 g 表 
示 , 与 其 对 应 的 门 电路 为 “或 门 ”. 

否定 . 合 取 和 析 取 是 3 种 最 基本 的 逻辑 运算 , 是 所 有 程序 设计 语言 涉及 的 逻辑 运算 , 在 
信息 检索 中 会 经 常用 到 , 可 以 按 “( 离 散 数学 十 高 等 数学 ) * 视频 ”查询 网 页 . 


3.2.4 异 或 联结 词 p 中 4 


自然 语言 中 的 “或 ?可 能 是 “可 兼 或 ”(inclusive or) , 它 表 示 两 者 可 同时 为 真 , 用 析 取 V 表 
示 即 可 ; 也 可 能 是 “不 可 兼 或 ”, 它 表示 两 者 不 能 同时 为 真 , 换 句 话说 ,两 者 同时 为 真是 假 命 
题 . 这 就 需要 异 或 联结 词 . 

令 p: 明天 去 深圳 的 飞机 是 上 午 8:00 起 飞 ,g: 明天 去 深圳 的 飞机 是 上 午 8:30 起 飞 , 则 
Pp 与 q 的 异 或 (exclusive or, XOR)p Bgq: 明天 去 深圳 的 飞机 是 上 午 8:00 或 上 午 8:30 起 
飞 . 异 或 联结 词 外 的 运算 表 如 表 3-4 所 示 . 


表 3-4 
p g bo p q pPDa 
1 1 0 0 1 1 
1 0 1 0 0 0 


与 异 或 联结 词 对 应 的 门 电路 为 “ 异 或 门 ”. 

对 于 自然 语言 中 的 “或 "用 V 还 是 外 需要 仔细 分 析 , 一 般 来 说 ,只 要 不 是 非常 明显 的 不 
可 兼 就 使 用 V . 

【 例 3-2】 今天 晚上 我 在 寝室 上 自习 或 去 电影 院 看 电影 . 

解 ” 令 p: 今天 晚上 我 在 究 室 上 自习 ,gq: 今天 晚上 我 去 电影 院 看 电影 , 则 原 命题 可 表示 
为 pV ag. 

【 例 3-3】 本 学 期 张 三 或 李 四 当 选 为 班长 . 

解 令 p: 本 学 期 张 三 当 选 为 班长 ,gq: 本 学 期 李 四 当 选 为 班长 , 则 原 命题 可 表示 为 
p Da. 


3.2.5 条 件 联结 词 p >gq 


令 p: 我 有 时 间 ,g: 我 去 看 望 我 的 父母 , 则 p>q: 如 果 我 有 时 间 ,我 就 去 看 望 我 的 父母 . 
pg 读 作 “p 蕴涵 g”(implication) 或 “p 条 件 g”(conditional) ,蕴涵 联结 词 习 相当 于 自然 语 


言 中 的 “着 … 则 …”、“ 如 果 … 那 么 …” 等 . 蕴涵 联结 词 一 的 运算 表 如 表 3-5 所 示 . 
表 3-5 
p g p>q p 4 p>q 
1 1 1 0 | 
1 0 0 0 0 


六 一 4 在 模糊 逻辑 系统 中 是 标准 的 蕴涵 联结 词 . 蕴涵 联结 词 也 可 以 称 为 条 件 联结 词 ,但 
是 与 C 语 言 中 的 “条 件 运算 ”以 及 if-then 语句 含义 不 同 . 
和 


在 pg 中,p 称 为 前 件 (antecedent),g 称 为 后 件 (consequent). 当前 件 为 1, 后 件 为 
1 时 ,pq 为 1; 当前 件 为 1, 后 件 为 0 时 ,pq 为 0, 这 两 种 情况 下 的 取 值 是 容易 理解 的 . 
又 因为 我 们 的 一 是 实质 蕴涵 ,规定 在 前 件 为 0, 后 件 为 1 时 ,p 一 g 为 1; 当前 件 为 0, 后 件 为 
0 时 ,pg 为 1. 这样 规定 有 其 合理 性 见 下 面 的 例子 . 
【 例 3-4】 令 p: 太阳 从 西边 出 来 ,g: 2 十 3 三 5, 则 p 一 gq:“ 如 果 太 阳 从 西边 出 来 ,那么 
2 十 3 二 5” 是 真 命题 . 
【 例 3-5】 令 p: 太阳 从 西边 出 来 ,g: 2 十 3 三 4, 则 p 一 gq:“ 如 果 太 阳 从 西边 出 来 ,那么 
2 十 3 二 4” 是 真 命题 . 

实际 上 ,在 根据 子 集 的 定义 证 明 1.1 节 的 定理 1-1: 对 于 任意 集合 A, 有 和 SA 时 ,就 
要 用 到 上 述 实 质 列 涵 的 定义 . 同样 ,在 理解 关系 的 自 反 、 反 自 反 、 对 称 、 反 对 称 及 传递 性 质 时 ， 
也 要 用 到 上 述 实质 蕴涵 的 定义 . 

当然 ,在 现代 逻辑 中 ,对 列 涵 的 不 同 理解 会 得 到 不 同 的 逻辑 系统 ,如 由 严格 草 涵 得 出 模 
态 逻 辑 系统 Do9] . 


3.2.6 双 条 件 联结 词 p >q 

令 p: 四 边 形 是 平行 四 边 形 ,q: 四 边 形 的 对 边 平行 , 则 pp*>g: 四 边 形 是 平行 四 边 形 当 且 
仅 当 该 四 边 形 的 对 边 平行 . p 一 dg 读 作 “p 等 价 gq”(equivalence) 或 “p 双 条 件 q” 
(biconditional) ,等 价 联结 词 全 相当 于 自然 语言 中 的 “ 当 且 仅 当 ”“ 充 分 必要 条 件 ”, 其 英文 为 
if and only 计 , 缩 写 为 i 夺 .等 价 联结 词 全 的 运算 表 如 表 3-6 所 示 . 


表 3-6 
p gq 办 3 p gq bg 
i 1 1 0 | 0 
1 0 0 0 0 1 


“p 当 且 仅 当 gq” 有 两 层 含义 : (1)“p 当 g” 是 指 g 一 p. (2)“p 仅 当 g” 是 指 p 一 gq. 正 因为 
此 ,等 价 联结 词 导 又 可 以 称 为 双 蕴 涵 联 结 词 或 双 条 件 联结 词 . 

在 数字 逮 辑 等 课程 中 ,等 价 联结 词 全 称 为 " 同 ”, 并 用 “@ ”符号 表示 ,对 应 “ 同 或 门 ”. 

【 例 3-6】 仅 当 你 走 . 我 留 下 . 

解 令 p: 我 留 下 ,gq: 你 走 , 则 原 命题 可 表示 为 pq. 

在 自然 语言 中 ,能 用 到 的 联结 词 就 是 上 面 6 个 .但 后 面 将 证 明 ,2 元 逻辑 运算 还 有 下 面 
3 个 , 仅 给 出 运算 表 . 


3.2.7 与 非 联结 词 p 和 gq 


pg 读 作 “p 与 非 g”(NOT AND), 它 与 下 面 的 或 非 联结 词 “y ”(Peirce 箭头 ) 相 对 应 . 

与 非 联结 词 以 Sheffer 的 名 字 命 名 , 称 为 Sheffer 竖 , 而 最 初 的 记号 为 “1”, 所 以 与 非 联 
结 词 “ 人 ”的 运算 符号 有 些 地 方 至 今 仍 使 用 Sheffer 竖 符号 “|”. 在 数字 逻辑 以 及 计算 机 组 成 
原理 中 “^ ”没有 专用 的 运算 符号 ,“p 与 非 g” 直 接 记 为 。. gq, 对 应 的 门 电路 为 “与 非 门 ”. 
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3.2.8 或 非 联结 词 py 9 


pyg 读 作 “p 或 非 g”(NOT OR) ,或 非 联 结 词 “ y ”以 Peirce 的 名 字 命名 为 “Peirce 箭 
EY. 

在 数字 人 逻辑 以 及 计算 机 组 成 原理 中 “y ”没有 专用 的 运算 符号 ,“p 或 非 g” 直 接 记 为 
p 十 gq; 对 应 的 门 电路 为 “或 非 门 ”. 


3.2.9 条 件 否定 联结 词 p >gq 


p>q 读 作 “p 条 件 否 定 g”(NOT IF THEN) ,其 中 表示 否定 not. 

“p 条 件 否定 g” 可 直接 记 为 了 (p 一 g). 

上 面 介绍 了 1 个 1 元 逻辑 运算 、8 个 2 元 逻辑 运算 .后 面 将 证 明 : 不 同 的 1 元 逻辑 运算 
和 2 元 逻辑 运算 共 9 个 . 

要 求 ” 理 解 记忆 上 述 9 个 ,特别 是 最 前 面 的 6 个 联结 词 的 运算 表 . 

思考 ”如 何 定 义 3 元 逻辑 运算 ? 


习 题 3.2 


1. (1) 设 p: 现在 很 多 人 都 有 车 , 求 " 包 . 

(2) 写 出 “一 2 是 偶数 或 3 是 正 数 ”的 否定 命题 . 

(3) 设 p: 每 个 自然 数 都 是 整数 , 求 pV 一 刀 . 

2. 令 p: 今天 有 雨 ,gq: 明天 有 雨 . 问 pAg.pVgp 王 gq;,pPBq,p 和 hgq,pygq 和 pg 分 别 
表示 什么 复合 命题 ? 

3. 令 p: 我 们 去 图 书馆 ,q: 我 们 去 上 网 , 问 -(p 入 gq) 表示 什么 复合 命题 ? 

4. 令 p: 我 生病 ,q: 我 去 上 课 , 则 “虽然 我 没有 生病 ,但 我 不 去 上 课 ” 该 如 何 用 符号 
表示 ? 

5.“ 张 红 和 张 兰 是 姐妹 ”中 的 和 与 联结 词 人 有 什么 不 同 ? 

6. 写 出 一 个 命题 , 它 可 以 表示 为 p 下 (了 mg A7). 


3.3 命题 公式 及 其 真 值 表 


有 了 前 面 的 两 节 内容 , 就 可 以 得 到 命题 逻辑 的 符号 体系 . 由 于 所 讲 内 容 侧重 于 在 后 继 课 
程 中 的 应 用 ,我 们 不 给 出 逻辑 演算 系统 的 形式 语言 的 定义 . 


3.3.1 命题 公式 的 定义 


命题 公式 就 是 逻辑 函数 或 逻辑 表达 式 , 其 中 的 常量 是 逻辑 常量 1 和 0, 其 中 的 变 元 是 命 
题 变 元 或 逻辑 变量 . 很 快 可 以 看 到 ,这 种 逻辑 函数 的 取 值 只 可 能 为 1 或 0. 
命题 公式 是 由 命题 常量 、 命 题 变 元 、 人 逻辑 联结 词 、 左 圆 括号 *(” 及 右 贺 括号")” 构 成 的 有 
意义 (well-formed) 的 符号 串 , 其 严格 定义 常 借助 于 递归 定义 方式 给 出 . 
【定义 3-1】 命题 公式 (proposition formula) 集 合 按 下 列 方法 生成 : 
W 汪 -高 


(1) 命题 常量 1 和 0 以 及 命题 变 元 是 命题 公式 . 

(2) 车 A 是 命题 公式 , 则 (一 A) 是 命题 公式 . 

(3) 若 A 和 B 是 命题 公式 , 则 (A 和 AB),(AVB),(A 甸 B),(A 一 B),(A=»B),(A4B)，, 
(A B),(A 过 B) 是 命题 公式 . 

(4) 有 限 次 应 用 (1)、(2)、(3) 所 得 到 的 符号 串 是 仅 有 的 命题 公式 . 

根据 命题 公式 的 定义 知 ,pp, (mp),(-(nmp)),(1LAp),(OV(Cnp)), (nm (六 一 q))， 
((pP 斩 gq) V0) 以 及 (((pVg) 一 让 于 (( 一 r) 一 (p 人 gq))) 等 是 命题 公式 ,而 (了 (pp 一 ))， 
(一 pq)) 等 不 是 命题 公式 . 

命题 公式 可 称 为 合式 公式 (Well-Formed Formula, WFF) 或 简称 为 公式 ,其 全 称 为 命题 
合式 公式 . 这 儿 的 公式 实际 上 是 书写 正确 、 含 义 清 楚 的 表达 式 或 者 说 符号 串 ,与 以 前 所 学 过 
的 公式 含义 不 尽 一 臻 .上面 已 经 谈 到 ,命题 公式 是 逻辑 函数 ( 它 与 形式 系统 中 的 WFF 的 定 
义 不 尽 一 致 ) ,否则 如 A A1 及 A^B 等 就 没有 定义 ,可 以 借助 于 函数 给 命题 公式 下 定义 . 

命题 公式 一 般 用 A,B,C,… 表 示 . 车 命题 公式 A 中 恰 含有 7 个 命题 变 元 pi1 ,ps，… ,pp,， 
则 可 以 将 A 记 为 A(pi,ps，…,p,). 显然, 命题 公式 A 就 是 命题 变 元 pi ,ps，…,p， 的 函数 . 

严格 按照 命题 公式 的 定义 ,就 会 出 现 很 多 的 括号 . 一 方面 ,这 些 括号 使 命题 公式 的 结构 
清晰 .含义 清楚 ;而 另 一 方面 ,括号 太 多 给 命题 公式 的 阅读 和 书写 带 来 不 便 . 因此 , 特 作 如 下 
一 些 可 以 省 略 括号 的 约定 : 

(1) 最 外 层 的 括号 可 以 省 略 . 

在 形成 最 终 的 命题 公式 时 ,所 有 的 中 间 过 程 得 到 的 命题 公式 ,包含 其 本 身 ,都 称 为 该 命 
题 公 式 的 子 公 式 . 如 ((p 名 gq) y 9) 的 子 公式 分 别 为 p,q,(p 名 q) 和 ((p 儿 gq) Yq). 这 条 约定 是 
说 ,在 最 终 形 成 的 命题 公式 ((p 引 v) yq) 时 ,最 外 层 的 括号 可 以 不 写 : (pq) yq, 但 在 形成 
过 程 中 的 括号 是 至 关 重 要 的 . 

(2) 9 个 联结 词 运算 的 优先 顺序 依次 为 

nm， 人,V, 申 ,一 ,一 ,个 ,1 ,> 
符合 本 约定 的 有 些 括号 可 以 不 写 . 如 命题 公式 
((pV D>NE((Tm > (ph gq)) 


可 以 写成 
(pVaq>n or—>pAh gq) 
或 
bg mm pg 

但 这 种 优先 顺序 的 规定 不 尽 一 致 ,如 可 以 将 人 和 V 看 作 同 级 别 运 算 等 外 .也 可 以 按 其 他 课 
本 ,只 定义 5 个 联结 词 ”，A,V ,一 ,全 从 左 至 右 的 优先 级 别 中. 

(3) 同 级 运算 从 左 至 右 依 次 进行 .如 如 -gr 是 (2 一 0) 一 ,但 很 多 时 候 是 写成 ( 尹 一 g) 一 
rr 形式 . 

注意 “可 以 省 略 ” 表 示 也 可 以 不 省 略 ,但 在 有 些 时 候 ,把 命题 公式 户 人 dg 一 写成 
(p Aq) 一 r 也 许 更 好 . 

实际 上 ,在 对 命题 进行 符号 化 时 ,只 要 书写 正确 的 逻辑 函数 都 是 命题 公式 . 


3.3.2 命题 的 符号 化 


命题 的 符号 化 就 是 使 用 符号 一 一 命题 变 元 、 逻 辑 联结 词 和 括号 将 所 给 出 的 命题 表示 出 
。86 。 


来 . 一 方面 说 明 , 符 号 体系 来 源 于 实际 问题 , 另 一 方面 也 是 给 出 进一步 学 习 罗 辑 演算 系统 的 
语义 解释 时 的 一 种 标准 模型 . 

命题 的 符号 化 的 步骤 : 

(1) 找 出 所 给 命题 的 所 有 原子 命题 ,并 用 小 写 英文 字母 或 带 下 标 表示 . 

(2) 确定 应 使 用 的 联结 词 ,进而 将 原 命题 用 符号 表示 出 来 . 

【 例 3-7】 将 下 列 命题 符号 化 . 


(2) 如 果 张 三 和 李 四 都 不 去 ,那么 我 就 去 . 
(3) 仅 当 你 走 , 我 留 下 . 

(4) 我 今天 进 城 ,除非 天 下 雨 . 
(5) 你 只 有 刻苦 学 习 , 才 能 取得 好 成 绩 . 

解 (1) 用 p: 天 气 很 好 , gq: 天 气 很 热 , 则 原 命题 符号 化 为 : pV g. 

本 命题 中 的 “或 ”不 是 明显 的 不 可 兼 ,所 以 用 *V”. 

(2) 用 p: 张 三 去 , gq: 李 四 去 ,r: 我 去 , 则 原 命 题 符号 化 为 : -pp 人 "gq 一 r. 
注意 “ 张 三 不 去 ”应 是 复合 命题 . 

(3) 用 p: 你 走 , gq: 我 留 下 , 则 原 命题 符号 化 为 : g 一/ 

(4) 用 pp: 我 今天 进 城 , g: 天 下 雨 , 则 原 命 题 符号 化 为 : -gqg 一 pp. 
“除非 ”相当 于 “如 果 不 ”. 

(5) 用 p: 你 刻苦 学 习 ,g: 你 取得 好 成 绩 , 则 原 命 题 符号 化 为 : q 一 /. 


3.3.3 命题 公式 的 真 值 表 


对 于 命题 公式 A, 若 对 A 中 出 现 的 每 个 命题 变 元 都 指定 一 个 真 值 1 或 者 0, 就 对 命题 公 
式 A 进行 了 一 种 真 值 指派 (assignment) 或 一 个 解释 (interpretation) ,而 在 该 指派 下 会 求 出 
公式 A 的 一 个 真 值 . 将 A 的 所 有 可 能 的 真 值 指派 以 及 在 每 一 个 真 值 指派 下 的 取 值 列 成 一 个 
表 , 就 得 到 命题 公式 A 的 真 值 表 (truth table). 

【 例 3-8】 写 出 命题 公式 (pVg) 一 -~ 的 真 值 表 . 

解 ”命题 公式 (了 "pVg) 一 ~ 的 真 值 指派 共 8 种, 分别 为 (p,qg,7) 二 (1,1,1),(1,1,0)， 
(1,0,1),(1,0,07，(0,1,1)，(0,1,0)，(0,0,1)，(0,0,0). 经 过 计算 知 ,命题 公式 (一 pVg) 一 
r 在 指派 下 的 取 值 分 别 为 : 1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 0. 因此 ,命题 公式 (了 -pVg) 一 r 的 真 值 表 如 
表 3-7 所 示 . 


表 3-7 
六 || | | Mp CpVoD sr | | | BV | Apa 
起 | 家 中流 0 1 1 售 落 | 于 1 ml 
1 1 0 0 1 0 0 有 0 1 L 0 
0 0 0 1 0 0 1 1 和 
1 0 0 0 0 1 0 0 0 入 1 0 


在 列 真 值 表 时 ,最 好 将 中 间 的 计算 过 程 也 写 出 来 ,如 表 3-7 中 的 第 4 列 和 第 5 列 , 它 实 
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际 上 是 按 命题 公式 的 形成 过 程 ( 或 者 说 是 按 命题 公式 的 层 ) 书 写 的 ,关键 是 列举 所 有 真 值 指 
派 及 在 每 一 种 指派 下 的 取 值 . 

正 因为 这 样 ,在 列 真 值 表 时 主要 是 所 有 命题 变 元 及 其 真 值 指派 和 在 每 种 指派 下 命题 公 
式 的 取 值 .在 当 一 个 命题 公式 较 复 杂 时 ,有 些 子 公式 可 以 省 略 . 也 可 以 将 所 有 命题 变 元 及 其 
真 值 指派 都 放 在 第 一 列 . 这 实际 上 是 一 种 简化 的 真 值 表 . 

要 求 大 家 能 准确 写 出 一 个 命题 公式 的 真 值 表 ,这 是 本 节 的 重点 内 容 , 当 然 必须 牢记 联结 
词 的 运算 表 才 行 . 

由 表 3-7 知 , 含 3 个 命题 变 元 的 命题 公式 有 8 二 2 种 不 同 的 真 值 指派 . 很 显然 , 含 2 个 
命题 变 元 的 命题 公式 有 4 一 22 种 不 同 的 真 值 指 派 . 一 般 来 说 , 含 n(n 二 1) 个 命题 变 元 的 命题 
公式 的 不 同 的 真 值 指派 有 2” 种 . 

思考 ”设计 程序 ,对 于 给 定 的 命题 公式 构造 真 值 表 . 


3.3.4 命题 公式 的 类 型 


【定义 3-2】 在 任何 指派 下 均 取 真 的 命题 公式 称 为 永 真 式 或 重 言 式 (tautology) ;在 任 
何 指派 下 均 取 假 的 命题 公式 称 为 永 假 式 或 矛盾 式 (contradiction) ;至 少 有 一 种 指派 使 其 为 
真 的 命题 公式 称 为 可 满足 式 (satisfactable formula) ;至 少 有 一 种 指派 使 其 为 真 同 时 至 少 有 
一 种 指派 使 其 为 假 的 命题 公式 称 为 中 性 式 或 偶然 式 (contingency). 

根据 定义 知 ,命题 公式 (了 pVg) 一 r 为 中 性 式 .很 容易 验证 ,命题 公式 pV ” 刀 为 永 真 
式 ,p 人 一 bp 为 永 假 式 . 

命题 公式 的 分 类 如 下 : 


永 真 式 


可 满足 式 (人 式 


| 
永 假 式 

显然 ,A 永 真 的 充 要 条 件 是 ”A 永 假 ;A 入 B 永 真 的 充 要 条 件 是 A 和 B 均 永 真 . 
永 真 式 是 非常 重要 的 一 类 命题 公式 , 先 看 一 个 例子 . 

【 例 3-9】 证 明 : 命题 公式 (p 习 q) 呈 (了 pV gq) 是 永 真 式 . 

证 列 出 (pg)=( 一 pVg) 的 真 值 表 如 表 3-8 所 示 . 


表 3-8 
p gq pq i 2 "pVg (p>q)o(mpVg) 
1 和 1 0 1 
1 0 0 0 0 和 
0 全 1 1 1 和 
0 0 1 下 1 


由 真 值 表 可 知 ,命题 公式 (pq)”( 了 pVg) 是 永 真 式 . 
注意 ”利用 真 值 表 得 出 一 个 命题 公式 的 类 型 是 最 常用 的 方法 ,这 种 方法 可 以 称 为 真 值 
表 法 . 
真 值 表 法 ,从 理论 上 来 说 ,是 完全 可 行 的 ,但 当 命题 变 元 较 多 时 也 是 极为 不 方便 的 ,例如 
。88 。 


当 你 编 一 个 程序 来 做 这 件 事 时 就 会 遇 到 这 样 的 需要 解决 的 问题 . 

【 例 3-10】 证 明 : 命题 公式 (p 人 (pq)) 一 dg 是 永 真 式 . 

证 假设 p 人 (pq) 取 真 , 则 p 及 pg 均 取 真 ,进而 gq 为 真 ,因此 (p 人 (pg)) 一 9 永 真 . 
同 例 3-9 一 样 ,可 以 利用 真 值 表 法 对 例 3-10 进行 证 明 , 但 对 于 证 明 A 一 B 永 真 ,可 以 通 
过 “ 取 值 ”的 方法 证 明 :“ 由 A 真 推 出 B 真 或 由 B 假 推 出 A 假 , 则 A 一 B 永 真 ”, 因为 这 意味 
着 不 可 能 出 现 “A 真 B 假 ” 情 形 . 

注意 这 种 利用 取 值 的 方法 得 出 一 个 命题 公式 的 类 型 可 以 称 为 取 值 法 . 

取 值 法 本 质 上 是 真 值 表 方 法 ,但 它 与 真 值 表 法 是 有 一 些 区 别 的 . 若 能 用 好 这 种 方法 ,对 
于 证 明 有 些 结论 是 非常 方便 的 ,参见 本 节 的 习题 第 3、4.6 题 . 

最 后 介绍 永 真 式 的 代入 定理 (Rule of Substitution ,RS). 

【定理 3-1】( 永 真 式 代入 定理 ) 设 命 题 公 式 A(pi,ps,…,p,) 为 永 真 式 , 则 分 别 用 命题 
公式 Bi ,B,,…,B, 全 部 代 换 A 中 的 命题 变 元 p1 ,ps，…,p, 所 得 到 的 命题 公式 ( 称 为 A 的 
代入 实例 ,substitution instance) 是 永 真 式 . 

证 ” 设 蔡 换 后 的 命题 公式 为 B, 对 于 公式 B 的 任意 一 种 指派 ,命题 公式 Bi ,Bs,…,B， 
有 真 值 ti ,ts，…,t, ,而 由 已 知 ,显然 有 A(ti ,to，,…,t,) 取 真 , 所 以 B 是 永 真 式 .证 毕 . 

永 真 式 的 代入 定理 是 这 样 使 用 的 : 由 于 命题 公式 (p 一 g)** (一 pV g) 是 永 真 式 , 对 于 任 
意 命题 公式 A 和 B, 根 据 代 入 定理 知 , (A 一 B)(-AVB) 是 永 真 式 ;由 于 命题 公 
(pA (pq)) 一 gq 是 永 真 式 , 所 以 (A 入 (A 一 B)) 一 B 是 永 真 式 . 

从 代入 定理 的 证 明知 ,要 证 明 对 于 任意 命题 公式 A 和 B,(A 一 B)“ (了 AVB) 是 永 真 
式 , 原 则 上 可 以 将 A 和 B 看 作 命 题 变 元 ,不 过 在 用 真 值 表 法 证 明永 真 时 最 好 先 就 命题 变 元 
进行 ,再 利用 永 真 式 的 代入 定理 (请 思考 为 什么 ). 


习 题 3.3 


1. 将 下 列 命题 符号 化 . 

(1) 若 x 和 4 是 奇数 , 则 a 十 4b 是 偶数 . 

(2) 只 有 在 正 整 数 " 委 2 时 ,不 定 方程 xz" 十 y" 二 x" 才 有 正 整 数 解 . 
(3) 天 在 下 雨 ,我 没有 去 书店 . 

(4) 两 矩阵 相等 当 且 仅 当 其 对 应 的 元 素 分 别 相 等 . 

(5) 这 苹果 虽然 甜 , 但 我 不 打算 买 . 

(6) 除非 我 接 到 正式 邀请 ,否则 我 不 去 参加 圣诞 晚会 . 

(7) 我 和 小 王 是 同学 . 

(8) 因为 他 要 看 今 晚 的 NBA 篮球 比赛 ,所 以 他 没有 来 上 自习 . 
(9) 尽管 她 学 习 成 绩 不 太 好 ,但 她 的 动手 能 力 很 强 . 

(10) 我 的 手机 没 电 了 , 借 你 的 手机 用 一 下 . 

2. 设 p,q 和 为 命题 变 元 , 列 出 下 列 命题 公式 的 真 值 表 . 

CI Cp NPV Dg: 

(oN OTDV op 

C3 CB Va 


Se 


He i et 
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3. 设 p,q,r 和 ;为 命题 变 元 ,判断 下 列 命 题 公式 的 类 型 . 

(1) (p>(g>r)o((p Mg)—7). 

(CoC BY mo PN. 

(ABV rp Na 

(a p> "paoNr Na 

4. 证 明 : 对 于 任意 命题 公式 A,B 和 C ,下 列 命题 公式 均 永 真 . 
(1) A™(B—A), 

C2 CA SB-=CO (tA BC 

CONC AE TTB) BA 

5. 证 明 : 对 于 任意 命题 公式 A 和 B, 有 (AmB)~(A 一 B) A(B 一 A) 永 真 . 
6. 对 于 任意 命题 公式 A.B 和 C, 证 明 下 列 命题 公式 永 真 . 
(1) 一 A 一 (人 一 B)， 

C2) CAV BY NA NB EE)==0. 

COD (AB NGA "BN 

(4) A—=(-"A=B). 


3.4 ”逻辑 等 值 的 命题 公式 


将 一 个 命题 ,如 “四 边 形 的 对 边 平行 "转换 成 与 之 逻辑 等 价 的 命题 “四 边 形 的 对 边 相 
等 ”, 所 谓 逻 辑 等 价 是 指 由 “四 边 形 的 对 边 平行 "可 得 出 “四 边 形 的 对 边 相 等 ”, 且 由 “四 边 形 的 
对 边 相 等 ”可 得 出 四边形 的 对 边 平行 ”. 显然 ,这 两 个 命题 的 真 值 是 相同 的 ,这 时 称 这 两 个 命 
题 是 逻辑 等 值 的 . 

下 面 讨论 两 个 命题 公式 多 辑 等 值 . 


3.4.1 逻辑 等 值 的 定义 


【定义 3-3】 给 定 两 个 命题 公式 A 和 也 , 若 在 任何 真 值 指派 下 A 和 B 的 真 值 都 相同 , 则 
称 命 题 公 式 A 和 B 逻辑 等 值 (logically equal) 或 逻辑 等 价 (logically equivalent) ,简称 为 等 
值 或 相等 , 记 为 A=B. 

首先 注意 到 ,结合 上 面 的 例子 容易 知道 A 二 B 意味 着 A 和 B 是 逻辑 等 价 (logically 
equivalent) 的 , 它 表 示 的 是 两 个 公式 之 间 的 一 种 关系 ,也 可 记 为 A 仿 B, 它 们 仅 是 考虑 问题 
的 角度 不 同 而 已 . 

尽管 在 逻辑 演算 系统 中 ,等 号 “二 ”有 其 特殊 的 用 途 , 但 在 后 继 课程 中 通常 都 是 从 取 人 逻 辑 
值 的 角度 讨论 两 个 逻辑 函数 或 逻辑 表达 式 A 和 B 是 否 相 等 ,用 A 二 B 的 时 候 更 多 . 本 书 大 
多 数 时 候 用 A 二 B, 有 时 候 也 用 A 仿 B. 

习惯 上 所 说 的 (两 个 命题 ) 等 价 实际 上 是 指 它们 逻辑 等 价 , 请 不 要 与 等 价 联结 词 “*>” 混 
消 了 , 后 者 仅 是 一 个 运算 符号 ,运算 的 结果 可 真 可 假 ,而 两 个 命题 公式 等 价 是 指 逻辑 等 价 . 
因为 有 下 面 的 定理 3-2, 所 以 逻辑 等 价 又 称 为 重 言 等 价 , 重 言 等 价 中 的 联结 词 是 “>”. 

注意 “一 ”或 “全 "是 关系 符号 ,A 一 也 是 等 值 式 ;“* "是 运算 符号 ,Ae> 忆 是 命题 公式 . 
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【定理 3-2】 设 A 和 B 是 命题 公式 , 则 A=B 的 充 要 条 件 是 A 一 B 为 永 真 式 . 

证 (过) 由 A=B 可 知 ,A 和 B 的 真 值 是 相同 的 ,所 以 AB 为 永 真 式 . 
(一 ) 若 A 僵 8 为 永 真 式 , 则 A 和 B 的 真 值 相同 ,因此 A=B. 

下 面 的 例子 说 明 如 何 利用 真 值 表 证 明 两 个 命题 公式 等 值 . 

【 例 3-11】 证 明 : 对 于 任意 命题 公式 A 和 B. 有 A 卫 B=-AVB. 

证 先 证 明 , 对 于 命题 变 元 p 和 g, 有 pg 二 了 pVg. 

为 便于 比较 ,将 命题 公式 p 一 g 和 一 pVg 的 真 值 表 列 在 同一 张 表 中 ,如 表 3-9 所 示 . 
表 3-9 


p gq Bg A pVg 
1 | 1 0 人 
1 0 0 0 0 
0 1 1 1 
0 0 1 Y bh 


由 表 3-9 知 , 命 题 公式 pg 和 了 pVg 的 真 值 在 任何 情况 下 都 是 相同 的 ,根据 命题 公式 
等 值 的 定义 有 pg 二 了 pVg. 

由 于 pg 二 了 pVg, 根 据 定理 3-2 知 (p 一 gqg) 呈 (了 pVg) 永 真 ,由 永 真 式 代 入 定理 ( 定 
理 3-1) 知 ,对 于 任意 的 命题 公式 A 和 B,(A 一 B)m( 了 AVB) 永 真 ( 参 照例 3-9), 于 是 A 一 
B=-AVB. 

从 例子 的 最 后 说 明 可 知 有 下 述 定理 : 

【定理 3-3】 车 Ai(pi ;pop,) 二 As 《pips……;p,), 在 A 和 A, 中 分 别 用 命题 公式 
Bi ,Bs,…,B, 去 代 换 p1,ps，…,p, 所 得 到 的 两 个 命题 公式 等 值 . 

命题 公式 之 间 的 等 值 是 命题 公式 间 的 一 种 关系 ,很 显然 有 下 面 的 定理 . 

【定理 3-4】 命题 公式 间 的 等 值 关系 是 等 价 关 系 : 对 任意 命题 公式 A,B,C 有 : 

(1) A==A( 自 反 性 ); 

(2) 若 A=B, 则 B==A( 对 称 性 ); 

(3) 车 A=B 且 B=C, 则 A=C( 传 递 性 ). 


3.4.2 基本 等 值 式 


1. 与 ， 人 ，, V 有 关 的 等 值 式 
【定理 3-5】 设 A,B,C 是 任意 的 命题 公式 , 则 命题 的 V , 人 ,一 运算 有 下 列 重要 性 质 .: 
(1) -一 A=A( 对 合 律 ). 
(2) AVA==A,A 和 A==A ( 客 等 律 或 称 为 重合 律 ). 
(3) AVB=BVA , AAB=BA 人 A (交换 律 ). 
(4) (AVB)VC=AV (BVCO), (A AB) AC=AA(BAC) (结合 律 ). 
(5) AV (A AB)==A,A 和 (AVB)=A( 吸 收 律 ). 
(6) AV (BAOC)=(AVB)A(AVO),A A(BVC)=(AAB)V(AAC)( 分 配 律 ). 
(7) AV -A=1,A 和 人 -A=0 (互补 律 : A 有 补 元 A). 
. Ql sa 


(8) ~-(AVB)= -AA-B, ~"(AAB)=-AV-B (De Morgan 律 ). 
(9) AV0==0VA==A, A 和 1==1 和 A=A(V , 八 有 单位 元 或 称 为 同一 律 ). 
(10) AV1=1VA=1, A A0==0 和 A=0(V ,人 有 零 元 或 称 为 0-1 律 ). 

上 面 关 于 命题 的 V , 人 ,一 运算 性 质 与 集合 的 U, 门 ， 运算 性 质 是 完全 类 似 的 ,这 也 是 
将 命题 逻辑 等 有 关内 容 安排 在 第 1.2 章 之 后 的 原因 之 一 . 实际 上 ,这 种 现象 不 是 偶然 的 , 它 
们 之 间 有 密切 的 联系 ,参见 第 5 章 . 

上 面 的 每 一 条 性 质 都 可 以 借助 于 真 值 表 技 术 加 以 证 明 . 下 面 仅 举 一 例 加 以 说 明 . 

【 例 3-12】 证 明 : 对 于 任意 命题 公式 A 和 了 ,有 AV(AAB)=A 成 立 . 

证 根据 定理 3-3, 只 需 证 明 , 对 于 命题 变 元 p 和 g ,吸收 律 pV (p 和 人 gq) 二 pp 成 立即 可 . 
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列 出 命题 公式 pV (p 和 gq) 和 p 的 真 值 表 , 如 表 3-10 所 示 . 

表 3-10 

p gq phMg pV (pAa) p gq phMg pV (pAg) 
1 1 1 0 L 0 0 

1 0 0 1 0 0 0 0 


由 表 3-10 知 ,pV (p 和 gq) 和 zp 的 真 值 在 任何 真 值 指派 下 都 相同 ,所 以 pV (p A gq)=p. 

2. 其 他 重要 的 等 值 式 

【定理 3-6】 设 A,B 是 任意 的 命题 公式 , 则 

(1) ABB= "(A©B)=(AA-#B)V(-AAB). 

(2) A—=B= -AVB. 

(3) A~B=(A—B) A(B—>A). 

(4) A1¢$B=- (AAB). 

(5) AVy B= -CAVB). 

(6) A>B= - (A—B). 

证 只 证 (3), 其 余 留 作 练 习 . 需要 证 明 : 对 于 命题 变 元 和 g, 有 pg 二 (pq) 人 
(g 产 Pp). 列 出 peg 和 (p 一 gq) 人 (g 一 p) 的 真 值 表 ,如 表 3-11 所 示 . 


表 3-11 

p q praq 而 二 gap (pq Nap) 
1 1 1 i i 1 

t 0 0 0 1 0 

0 1 0 0 0 

0 0 1 Et . iY 


由 表 3-11 可 知 , 命 题 公 式 pg 和 (p 一 q) 人 (gq 一 p) 在 任意 指派 下 的 取 值 都 相同 ,从 而 
由 等 值 的 定义 知 pq 二 (pq) 人 (gq 一 p). 进 而 A=B=(A 一 B) 入 (B 一 A). 
关于 人 逻辑 联结 词 四 ,一 ,一 ,个 ,y ,>, 还 有 很 多 其 他 性 质 ,例如 曙 , 一 ,和 ,满足 交换 
律 等 ,请 大 家 根据 运算 具有 的 性 质 (1. 3 节 ) 自 己 进行 总 结 ,这 是 一 件 很 值得 去 做 的 事情 ,部 
分 性 质 见 习题 . 
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3.4.3 等 值 演算 法 


基本 等 值 式 有 很 多 用 途 , 如 化 简 命题 公式 .判断 命题 公式 的 类 型 .证明 等 值 式 . 计 算命 题 
公式 的 范式 、 命 题 逻辑 中 的 推理 等 ,要求 大 家 要 熟 记 ,特别 是 定理 3-6 中 的 等 值 式 . 

在 使 用 等 值 式 时 ,下 列 的 等 值 置换 定理 (Rule of Replacement,RR) 是 至 关 重 要 的 , 它 的 
证 明 是 显然 的 . 

【定理 3-7】( 等 值 置换 定理 ) 设 C 是 命题 公式 A 的 子 公 式 且 C==D, 则 将 A 中 的 C 部 
分 或 全 部 替换 成 卫 所 得 到 的 命题 公式 与 A 等 值 . 

利用 基本 等 值 式 以 及 等 值 置换 定理 求解 问题 的 方法 称 为 等 值 演算 法 . 

【 例 3-13】〗 设 A,B,C 是 任意 的 命题 公式 ,化 简 下 列 命题 公式 并 将 最 后 结果 用 只 含 
一 和 V 表示. 

(1) (A—(BV C0C)) A7AANB., 

(oy A BNCHCA 

解 (1) (A 一 (BV -0C))A"AAB= ("AV(BV -C0))A-AAB 


= CA 太太 三 一 攻 太志 古 岂 


《2 TANBNTCTDS = TANTBNCT CVAD 
分 配 律 


= (-AA-B)A(CVA) (AMT-BACOV(-AA-BAA) 
=(-7AA-TBAC)V0O= -AA-BAC=-(AVBV -CO). 
说 明 命题 公式 的 化 简 是 指 将 其 化 为 一 个 与 其 等 值 的 满足 条 件 的 含 “联结 词 最 少 ” 的 命 
题 公式 . 
利用 等 值 演算 法 ,判断 一 个 命题 公式 的 类 型 是 比较 方便 的 . 
【 例 3-14】 设 A,B,C 是 任意 的 命题 公式 ,判断 下 列 命题 公式 的 类 型 . 
(1) (4A 一 (B 一 C))<((AAB) 一 C). 
(2) A 一 (AAABAC). 
解 (1) 因为 A 一 (B 一 C)=4A 一 (”BVC)=”AV(nBVC)=(”AVn”B)VC= 
nm(AAB)VC=(AAB) 一 C, 所 以 (A 一 (B 一 0C))((A 和 AB) 一 C0) 是 永 真 式 . 
(2) 因为 A 一 (了 AABAOCO= "AV("ANBANC)= "AV(TAAN(BAC)= -1 A, 
而 ”A 是 中 性 式 , 因 此 A 一 (了 A ABAC) 是 中 性 式 . 
两 个 命题 公式 等 值 ,可 以 根据 定义 ,利用 真 值 表 进 行 证 明 . 下面 是 证 明 两 个 命题 公式 等 
值 的 等 值 演 算法 . 
【 例 3-15】 设 A,B,C 是 任意 的 命题 公式 ,证 明 下 列 等 值 式 . 
(1) -(A2B)=(AVB)A(-AV-—B). 
(2) A—>(BVO)=(A A ~.B)—C. 
证 (1) -(A=B)=-((A—>B)A(B—>A))= -+((~7AVB)A(-#BVA)) 
= TAVBDYVY WW BVAD=0 NN BVA TA 
=CA NPVSY NCA NTB)Y 
AVBy NC EV NY BY A 
=(AVB)A(-AV 一 B). 


起 区 部 高 


(DIASBYO= AVCBVCO=C AVBIVE 
= A "TB VC=A /NBC 


3.4.4 对 偶 原 理 


在 定理 3-5 中 , 除 性 质 (1) 外 ,其 他 性 质 都 是 成 对 出 现 的 ,两 者 间 有 一 定 的 联系 . 先 给 出 
命题 公式 的 对 偶 式 的 定义 . 

【定义 3-4】 设 命 题 公 式 A 中 至 多 含 3 个 逻辑 联结 词 ", 人 ,V ,将 A 中 的 入 换 成 V 
A 中 的 V 换 成 人 ;A 中 的 1 换 成 0;A 中 的 0 换 成 1, 所 得 到 的 命题 公式 称 为 是 A 的 对 偶 式 
(dual formula), 记 为 A*. 

【 例 3-16】 设 p,g 和 是 命题 变 元 ,分 别 求 下 列 命题 公式 的 对 偶 式 . 

CI pM NL 

cop pc ND 

解 (1) -=-(pAg)A 人 1 的 对 偶 式 为 -~(pVg)V0. 

(2) pV (gq A7) 的 对 偶 式 为 p 人 (qV7). 

注意 一 般 来 说 ,A 关 A*. 

根据 De Morgan 律 可 以 证 明 下 面 的 对 偶 定理 . 

【定理 3-8】( 对 偶 原理 ) 设 A 和 B 是 命题 公式 ,着 A=B, 则 A* =B*. 

有 了 对 偶 原 理 后 ,定理 3-5 中 除 性 质 (1) 外 的 等 值 式 , 只 需要 记 住 其 中 一 个 就 可 以 了 . 例 
如 ,因为 -~(pVg)= 二 -pA 人 "gq, 由 对 偶 原理 可 得 ~-(pAgq) 二 了 pV 一 94. 

同时 ,有 了 对 偶 原 理 ,我 们 可 以 求 出 任意 命题 公式 的 对 偶 式 . 例如 ,因为 一 dg 一 ”PPVd， 
所 以 p 一 gq 的 对 偶 式 等 于 一 pVg 的 对 偶 式 ,于 是 p 一 g 的 对 偶 式 为 ~p Mg. 


习 题 3.4 


1. 证 明 : 命题 公式 间 的 等 值 关系 是 等 价 关系 . 
2. 证 明定 理 3-5 中 的 分 配 律 (6) 和 De Morgan 律 (8). 
3. 设 A,B,C 是 任意 的 命题 公式 ,判断 下 列 命题 是 否 成 立 ,阐述 理由 . 
(1) 车 AAC=BAC, 则 A=B. 
(2) 车 AVC=BVC, 则 A=B. 
(3) 车 -A= ~-B, 则 A=B. 
4. 设 A,B 是 任意 的 命题 公式 ,证 明 下 列 各 式 . 
(1) ABB=-(A*=B)=(A A -BV(-AAB). 
(2) A 一 B 一 ”AVB. 
(3) A1$B=- (AAB). 
(4) Ay B=- (AVB). 
5. 设 A,B,C 是 任意 的 命题 公式 ,证 明 下 列 各 式 . 
(1) ADBB=BOA. 
(2) (ADBB) BC=ADBBOPO). 
(3) A 一 B 一 ”了 B 一 ”人 A. 
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(4) - (A2B)=Am-—B. 
6. 设 A 和 B 是 命题 公式 ,关于 逻辑 联结 词 和 有 下 述 结论 ,证 明 下 列 各 式 . 
(1) -A=A+A. 

(2) AAB=(A¢B)¢(A+B). 

(3) AVB=(A¢A)‘*(B+¢B). 

7. 设 A 和 B 是 命题 公式 ,关于 逻辑 联结 词 V 有 下 述 结论 ,证明 下 列 各 式 . 
(1) -A=AVA. 

(2) AAB=(Ay A)Y (BYB). 

(3) AVB=(AVy B)vy (AvB). 

8. 设 A, B 和 C 是 命题 公式 ,将 等 价 联结 词 全 记 为 @ ,证 明 下 列 各 式 . 

(1) AOB=BOA. 

(2) (A©B)©C=AQ©(BOO). 

(3) AOB= -~ (A®DB). 

(4) AOB=(A AB)V(-A A-B). 

9. 设 A,B,C,D 是 任意 的 命题 公式 ,化 简 下 列 命题 公式 并 将 最 后 结果 仅 用 表示 . 
(CANBNO YVAN NG. 

C2 CA NB VA NB VA NB 

(3) -7((AAB)V AAO)). 

(4) (A AB)V(-~AAB)V(BACAD). 

10. 设 A,B,C,D 是 任意 的 命题 公式 ,判断 下 列 命题 公式 的 类 型 . 

(1) ((A 一 C)V -0 —>(-(B—A) AA). 

(2) (A—C)—>((B—>D)—((AVB)—0)). 

11. 设 A,B,C 是 任意 的 命题 公式 ,证 明 下 列 等 值 式 . 

(1) - (A—B)=AA-B. 

(2) A—(B—A)= -A—(A—-—B). 

(3) (4 一 C) A(B—C)=(AVB)—C. 

(4) A 一 (B 一 C)=(AAB) 一 C. 

12. 设 p 和 g 是 命题 变 元 , 试 求 出 p Bg 的 对 偶 式 , 它 与 pg 的 关系 如 何 ? 
13. 有 一 个 国家 只 有 两 种 人 : 一 种 人 总 说 真 话 ,一 种 人 总 说 假 话 . 一 个 逻辑 学 家 来 到 该 

国 , 在 一 个 三 岔路 口 处 ,不 知道 哪 一 条 路 是 去 首都 方向 的 . 这 时 碰巧 来 了 一 个 人 ,逻辑 学 家 只 

问 了 他 一 个 问题 ,就 知道 去 首都 的 路 了 . 请 问 他 问 的 是 什么 问题 ? 为 什么 ? 


3.5 命题 公式 的 范式 


给 定 一 个 命题 公式 ,根据 其 真 值 表 显然 可 以 方便 地 得 出 其 在 每 种 指派 下 的 真 值 , 从 理论 
上 讲 , 这 是 一 个 能 行 可 判定 问题 . 但 随 着 所 给 公式 中 命题 变 元 个 数 的 增加 ,在 实际 计算 中 就 
变 成 不 可 行 的 了 ,例如 含 100 个 命题 变 元 的 命题 公式 其 真 值 指派 就 有 2” 种 . 
由 第 3.4 节 知 ,等 值 关系 是 等 价 关 系 ,需要 考虑 其 等 价 类 及 其 代表 元 . 一 个 命题 公式 有 
各 种 形式 的 与 其 等 值 的 命题 公式 ,在 它们 中 间 欲 找到 一 种 标准 形式 或 规范 形式 ,也 就 是 命题 
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公式 的 范式 ,使 其 不 用 写 出 真 值 表 就 能 确定 在 何 真 值 指派 下 取 真 以 及 在 何 真 值 指派 下 取 假 . 
3.5.1 命题 公式 的 析 取 范式 及 合 取 范 式 


1. 析 取 范式 及 合 取 范 式 的 定义 

【定义 3-5】〗 设 A 是 命题 公式 , 若 A 二 A1V As V…V A,(n 宇 1) ,其 中 A;(1 志 i<n) 是 由 
命题 变 元 或 其 否定 组 成 的 合 取 式 , 则 称 A1 V A; V … V A, 为 命题 公式 A 的 析 取 范式 
(disjunctive normal form). 

关于 析 取 范式 的 定义 , 需 注意 如 下 两 点 . 

注意 

(1) A;(1 志 i 二 n) 是 由 命题 变 元 或 其 否定 组 成 的 合 取 式 . 例如, Ai (1 三 i 二 nn) 可 以 是 
了 pA-gAr,pA 一 q,mqgAr 等 ,也 可 以 是 单个 的 命题 变 元 或 其 否定 ,如 gq, 一 r 等 .但 最 好 
满足 ; 

@ 在 每 个 A; 中 ,命题 变 元 及 其 否定 不 同时 出 现 ,否则 A; 一 0, 在 A 的 析 取 范式 中 可 以 
消去 该 合 取 式 ; 

@ 在 每 个 Ai 中 ,命题 变 元 或 其 否定 按 字典 顺序 出 现 或 按 下 标 从 小 到 大 顺序 出 现 ; 

@ 相同 的 析 取 式 不 重复 出 现 ,因为 V 运算 具有 舌 等 性 ,如 (pA 人 Tg)V (pA 人 7g)= 
(pA 全 全 

(2) A 的 析 取 范式 Ai V AsV …V A 中 ,n 可 以 为 1. 也 就 是 说 ,单个 由 命题 变 元 或 其 
否定 组 成 的 析 取 式 看 成 一 个 整体 是 命题 公式 A 的 析 取 范式 ,例如 若 A 二 了 pA 全 gr, 则 
("pA gqgAr) 是 A 的 析 取 范式 . 

类 似 地 可 以 给 出 命题 公式 的 合 取 范 式 的 定义 . 

【定义 3-6】 设 A 是 命题 公式 , 若 A 二 Al 信 As 人 … 人 A,(n 宇 1) ,其 中 A;(1 志 i 过 n) 是 由 
命题 变 元 或 其 否定 组 成 的 析 取 式 , 则 称 A 人 As 人 … 人 A,, 为 命题 公式 A 的 合 取 范式 
(conjunctive normal form). 

同样 ,关于 合 取 范式 的 定义 ,也 需 注 意 两 点 . 

注意 

(1) A;(1 志 i 过 nn) 是 由 命题 变 元 或 其 否定 组 成 的 析 取 式 . 例如 ,A; (1 二 i 过 n) 可 以 是 
了 TPV TqgVr,pV "gqg,m"qgVr 等 ,也 可 以 是 单个 的 命题 变 元 或 其 否定 ,如 g, rr 等 .但 最 好 
满足 ， 

G@ 在 每 个 A; 中 ,命题 变 元 及 其 否定 不 同时 出 现 ,否则 A; 二 1, 在 A 的 合 取 范式 中 可 以 
消去 该 析 取 式 ; 

@ 在 每 个 A; 中 ,命题 变 元 或 其 否定 按 字典 顺序 出 现 或 按 下 标 从 小 到 大 顺序 出 现 ; 

@ 相同 的 析 取 式 不 重复 出 现 ,因为 人 运算 具有 和 需 等 性 ,如 (pV 7g) 人 (pV 7 9g)= 
(BY 二 人 汪 

(2) A 的 合 取 范式 A1 八 As 八 … 和 AA, 中 ,可 以 为 1. 也 就 是 说 ,单个 由 命题 变 元 或 其 
否定 组 成 的 析 取 式 看 成 一 个 整体 是 命题 公式 A 的 合 取 范式 ,例如 若 A 二 了 pV 了 gVr, 则 
(了 TPV TgVr) 是 A 的 合 取 范式 . 

由 定义 可 知 ,车 A 二 了 pV TqVr.: 则 了 pV TgVr 二 (TpV mqVr) 是 A 的 合 取 范式 ， 
了 pV -了 gVr 二 (了 p)V (mq)V (7) 也 是 A 的 析 取 范式 . 
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2. 析 取 范式 及 合 取 范 式 的 计算 
计算 命题 公式 的 析 取 范式 及 合 取 范 式 的 主要 步骤 如 下 . 
(1) 使 用 等 值 式 , 将 命题 公式 中 的 联结 词 归 约 为 -, 人,V. 
(2) 利用 De Morgan 律 将 一 移 到 命题 变 元 的 前 面 . 
(3) 根据 分 配 律 得 到 命题 公式 的 析 取 范式 及 合 取 范式 . 
AA (BVC)== (AA B)V (AA 人 CO)( 求 析 取 范式 用 ) 
AV(BAC)==(AV B)A (A V 0)( 求 合 取 范 式 用 ) 
【 例 3-17】 设 p,g 和 是 命题 变 元 , 求 命题 公式 A 二 (pg) 的 析 取 范式 及 合 取 
范式 . 
解 ” 求 命题 公式 的 析 取 范式 及 合 取 范式 的 步骤 1 和 步骤 2 是 相同 的 . 
A=(p—_or= ("pV gor 
=((TpVg)>r A(r—> (7 pVg)) 
二 (了 (TpVg)Vr)A(-rV (pVg)) (步骤 1 结束) 
二 ((pA7Tq) Vr)A (TpVgV-ir) (步骤 2 完成 ) 
(1) 析 取 范式 . 
Mr=((p A Vr CT Mo Vy 
=((p No A Cp VV WV tN Cs VagY “r) 
=Xp A ATpYV (BN Ng VV Ap A Nr) 
Veeh PD VEN VN 
=(pAngAmr VV (TpArV (aA) 
(2) 合 取 范式 . 


a= No VA Vo VY 
=(pVNA(TqgVn A(TpV gq Vr) 
从 计算 命题 公式 的 析 取 范式 及 合 取 范式 的 步骤 知道 ,任意 命题 公式 都 存在 析 取 范式 及 
合 取 范 式 . 
3. 析 取 范式 及 合 取 范 式 的 应 用 
根据 命题 公式 的 析 取 范式 及 合 取 范 式 可 分 别 得 出 该 命题 公式 取 真 、 假 的 指派 ,例如 在 
例 3-17 中 ,已 求 得 A 的 析 取 范式 为 A=(pPAnmoAnrV(npArV(CAr), 若 A 取 1, 则 
(AmqAnr, (npAr), (AD 至 少 一 个 为 1, 而 它们 都 是 合 取 式 , 由 p 人 mq 人 一 r=1， 
则 (p,qs7)==(1,0,0), 由 -pAr=1, 则 p=0,r=1, 进而 (p,qs7)= 二 (0,1,1),(0,0,1), 由 
g Ar==1, 则 g==1,r=1, 进而 (p,q,7) 二 (1,1,1),(0,1,1), 于 是 ,使 A 取 1 的 指派 有 
(paary = (ls0 0 (Ol lt0 0 lt1L1) 
同样 ,由 A 的 合 取 范式 为 A 二 (pVr) 和 人 (TgVr)A(-pVgqV 一 r) 可 得 出 使 A 取 0 的 
指派 有 
(py = C0 Datlsl0t0, 1.0).t070,0) 
【 例 3-18】〗 从 p,q,r,s 4 个 人 中 选派 2 人 出 差 , 求 满足 下 列 3 个 条 件 的 选派 方法 有 哪 
几 种 . 
(1) 若 p 去 , 则 x 和 s 中 只 去 1 人; 
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(2) g 和 r 不 能 都 去 ; 
(3) 若 ~ 去 则 * 不 能 去 . 
解 pp 去 出 差 ,g: 4 去 出 差 ,r: 去 出 差 ,si * 去 出 差 , 则 一 (r 电 ,CgAD)， 
;一 一; 同时 成 立 . 
今 
A=(p—>(r@D:)) A 7 (gMAr) A(r 一 ny) 
因为 r 田 ;二 (r 和 了 了 5)V (mrAs), 所 以 A 的 析 取 范式 为 
= VA VC ADD A VD Nn Vy 
= pA VD VrAna Ah Ce Vr 
eA DN VV 
=ApN"0 VC PN VG Av Nn VY CrAsNn 7) 
人 
= "pe VpN NN 
Vr osAnD VV CO rh DA 
VAN YY Cp AY YY AnsNng 
VOOM VO A 
="pN ND VY CAT VsoaNnrAD VN 
Viph™oNTo VY CpA rrAT oI YN 
吸收 律 


(ww VE Vp Noh 
VenpArA YY VueNrNy 

在 上 述 析 取 范式 中 ,第 1 个 合 取 式 -p 人 一 r 为 1 表示 pwr 都 不 去 ,所 以 gq,s 去 ;第 2 个 
合 取 式 ”~As 为 1 表示 > 不 去 ,* 要 去 ,于 是 有 两 种 可 能 : p,s 或 g,s 去 ;第 3 个 合 取 式 了 -了 p 信 
了 gqg 人 一 s 为 1 表示 p,q,s 都 不 去 ,不 符合 题 意 ;同样 ,第 4 个 合 取 式 -p 人 一 r 人 一 s 为 1 表 
示 ps,r,s 都 不 去 ,也 不 符合 题 意 ; 第 5 个 合 取 式 -gAr 八 一 ;为 1 表示 gq,s 不 去 ,r 去 ,于 是 
por 去。 

综 上 所 述 ,满足 所 给 3 个 条 件 的 选派 方法 为 : (1)p,s 去 ; (2)g,s 去 ; (3)p,r 去 . 


3.5.2 命题 公式 的 主 析 取 范式 及 主 合 取 范 式 


一 般 来 说 ,一 个 命题 公式 的 析 取 范式 及 合 取 范式 不 是 唯一 的 . 例如 ,A= (p Ag) 
V (p 人 279) 二 bp 都 是 A 的 析 取 范式 . 这 种 不 唯一 给 有 些 问 题 的 讨论 带 来 不 便 . 下 面 根据 命 
题 公式 中 的 所 有 命题 变 元 ,讨论 给 定 命题 公式 的 唯一 的 标准 形式 : 主 析 取 范式 以 及 主 合 取 
范式 . 

给 定 命题 公式 A ,为 了 与 后 继 课 程 有 关内 容 紧密 联系 ,从 A 中 命题 变 元 产生 的 极 小 项 
和 极 大 项 的 角度 来 讨论 A 的 主 析 取 范式 及 主 合 取 范 式 ,在 逻辑 电路 中 也 会 讨论 其 相应 的 标 
准 形式 . 

1. 主 析 取 范式 

【定义 3-7】 对 于 给 定 的 命题 变 元 , 若 由 命题 变 元 或 其 否定 组 成 的 合 取 式 满足 (1) 每 个 
命题 变 元 或 其 否定 两 者 之 一 只 出 现 一 次 ; (2) 按 字典 顺序 或 按 下 标 从 小 到 大 顺序 出 现 , 称 这 

。08 。 


样 的 合 取 式 为 由 所 给 命题 变 元 产生 的 极 小 项 (minimal term). 
例如 ,两 个 命题 变 元 p 和 4g 产生 的 极 小 项 有 
PAgpA Tq"pAg, "pAng 
由 3 个 命题 变 元 p,q 和 产生 的 极 小 项 有 
pAMgqAripAgqAN ripAnqgNrpA7gAnr, 
pes "NaN rp NN aN re PAN 
对 于 每 一 个 极 小 项 只 有 一 种 指派 使 其 取 1, 例 如 极 小 项 p 和 人 -gq 人 -mr 只 有 指派 
(p,q;7) 二 (1,0,0) 使 其 为 1. 
可 以 根据 这 个 结论 对 极 小 项 编码 . 极 小 项 用 m; 表示 ,其 下 标 i 是 由 成 真 指 派 得 到 的 二 
进 制 数 或 对 应 的 十 进 制 数 ,对 于 极 小 项 p Ag 人 -=r, 成 真 指派 得 到 的 二 进 制 数 为 110, 因 为 
(110)s=6, 所 以 p Mg M7r=m =ms. 
实际 上 , 极 小 项 的 下 标 采用 二 进 制 记号 更 方便 . 
表 3-12 是 由 3 个 命题 变 元 p,q 和 产生 的 极 小 项 及 其 成 真 指派 和 极 小 项 的 符号 表示 . 


表 3-12 
极 小 项 成 真 指派 0 极 小 项 成 真 指派 nD 
pAMgqM\r i mM = mr -7pAMgqAr 011 mon = m3 
轧 人 Ad 人 了 110 mu = me -pMgA mr 010 m010 = m2 
pA7TgqAr 101 mio = ms -pAmaqNr 001 moo =m 
Ana ne 100 mi = m4 "ph ng ™r 000 771000 一 mo 


【定义 3-8】 对 于 命题 公式 A, 若 A 等 值 于 由 A 中 所 有 命题 变 元 产生 的 若干 个 极 小 项 
的 析 取 , 则 把 后 者 称 为 A 的 主 析 取 范式 (major disjunctive form). 
首先 注意 到 , 若 命题 公式 A 二 A(pi ,ps，…,p,),“ 若 干 个 "最 大 为 2" ,最 小 为 0. 很 显然 ， 
所 有 极 小 项 的 析 取 为 永 真 式 1, 而 0 个 极 小 项 的 析 取 意味 着 A 为 永 假 式 0, 这 时 A 的 主 析 取 
范式 不 存在 . 除 这 两 种 极端 情形 外 ,A 均 为 中 性 式 . 
命题 公式 的 主 析 取 范式 是 析 取 范式 ,而 一 般 来 说 , 析 取 范式 不 是 主 析 取 范 式 . 例如 ， 
例 3-17 中 的 A 一 (一 0 全 7 其 析 取 范式 为 
A= (pATgqgATnDV (TPArV (gqAr) 
它 就 不 是 A 的 主 析 取 范式 ,主要 原因 是 在 该 析 取 范式 中 , 合 取 式 了 pAr 以 及 g Ar 不 是 由 A 
中 3 个 命题 p,q,r 产生 的 极 小 项 .但 是 可 以 在 析 取 范式 的 基础 上 ,对 于 合 取 式 了 pAr 以 及 
d Ar, 通 过 补充 所 缺少 的 命题 变 元 将 其 转化 为 几 个 极 小 项 的 析 取 , 即 
gqgAr= (pV-ipNMgAr= (pAgqArn DV (mTpAgqAr) 
"pAr="pA(qgV DAr= ("pAgqAnNV trpA ragAr) 
根据 这 个 分 析 , 可 以 得 到 求 A 的 主 析 取 范式 的 第 一 种 方法 : 等 值 演算 法 . 
利用 等 值 演算 法 求 A 的 主 析 取 范式 的 计算 步骤 为 : 
(1) 求 出 A 的 析 取 范式 ; 
(2) 利用 分 配 律 补充 所 缺少 的 命题 变 元 . 


中 | 罗 加 志 


【 例 3-19】 设 p,q 和 > 是 命题 变 元 , 求 命题 公式 A 二 (p 一 g)*r 的 主 析 取 范式 . 
解 由 例 3-17 知 ,A 的 析 取 范式 为 
胃 王 攻 人 一 C 人 二 站 CC 一 下 共 V 人 地 


因为 


gqgAr= (pV-"p)NMgqgAr= (pAaqAnV ("pA gqgAr) 
-7pAr= "pA(g Vig Nr= ("pAgqAr Vm pA gq Ar) 
所 以 A 的 主 析 取 范式 为 
A=(pATqgATmr VTpAgqgAnDV TpATqgAn VpAgqAr VTpAgAr) 
=(pATgATDV (TpAgqAnDV mpAngAnDV pAagAr) 
由 上 面 的 主 析 取 范式 可 知 ,使 A 取 1 的 真 值 指派 为 
Day = (CLO Ono T1000 
实际 上 ,可 以 利用 A 的 真 值 表 求 A 的 主 析 取 范式 . 
下 面 介绍 求 主 析 取 范式 的 第 二 种 方法 : 真 值 表 法 . 
利用 真 值 表 求 主 析 取 范式 的 3 个 步骤 如 下 . 
(1) 写 出 命题 公式 A 的 真 值 表 . 
(2) 对 于 使 A 取 1 的 指派 , 写 出 对 应 的 极 小 项 ,使 该 极 小 项 在 该 指派 下 也 为 1. 
例如 ,车 (p,q,7)= 二 (1,1,1) 使 A 取 1, 则 对 应 的 极 小 项 为 mui 二 m1 二 pg Ar; 
若 (p,q,7) 二 (1,0,0) 使 A 取 1, 则 对 应 的 极 小 项 为 mw 二 m4 二 p 人 "gq Am; 
车 (p,q,7) 二 (0,0,0) 使 A 取 1, 则 对 应 的 极 小 项 为 mow 二 mo 二 了 pp Amg A 
(3) (可 以 证 明 )A 等 值 于 所 有 这 样 写 出 的 极 小 项 的 析 取 . 
【 例 3-20】〗】 设 p,g 和 是 命题 变 元 , 求 命题 公式 A 二 (pVg) 一 -的 主 析 取 范式 . 
解 ” 命 题 公式 A 二 (pV g) 一 r 的 真 值 表 如 表 3-13 所 示 . 
使 A=(pVg) 一 r 取 1 的 指派 111,101,011,001,000 对 应 的 极 小 项 分 别 为 Ad Ar， 
pA7gAr,m"pAgqAr,"pAngAr,"pAngAnr. 于 是 有 
A=(pAgqgADVpATqgA DV TpAgqgAn DV (TpATgAr) 
VEN oN 


表 3-13 
p gq r pVg ( 轧 V g) 一 p gq a pVg (pVq) >r 
1 1 入 1 1 0 1 1 1 1 
1 1 0 1 0 0 1 0 1 0 
1 0 和 1 1 0 0 1 0 EL 
1 0 0 1 0 0 0 0 0 和 


结合 上 面 的 例子 ,根据 等 值 式 的 定义 容易 得 出 : A 等 值 于 所 有 这 样 写 出 的 极 小 项 的 
析 取 . 
2. 主 合 取 范 式 
主 合 取 范 式 的 讨论 与 主 析 取 范式 是 完全 类 似 的 ,为 了 方便 自学 ,还 是 进行 完整 的 讨论 . 


【定义 3-9】 对 于 给 定 的 命题 变 元 , 若 由 命题 变 元 或 其 否定 组 成 的 析 取 式 满足 : 
(1) 每 个 命题 变 元 或 其 否定 两 者 之 一 只 出 现 一 次 ; 
(2) 按 字典 顺序 或 按 下 标 从 小 到 大 顺序 出 现 , 称 这 样 的 析 取 式 为 由 所 给 命题 变 元 产 4 
的 极 大 项 (maximal term). 
例如 ,两 个 命题 变 元 p 和 g 产生 的 极 大 项 有 
PVapV gq "pV gq "pV gq 
由 3 个 命题 变 元 p,q 和 产生 的 极 大 项 有 
PVaVripVaVirpV iqgVrpV gqVir, 
DNV a Vp Va Vr TV Vr 
对 于 每 一 个 极 大 项 只 有 一 种 指派 使 其 取 0, 例 如 极 大 项 pV-gV-r 只 有 指派 
(p,q,7) 二 (0,1,1) 使 其 为 0. 
可 以 根据 这 个 结论 对 极 大 项 编码 . 极 大 项 用 M; 表示 ,其 下 标 i 是 由 成 假 指 派 得 到 的 二 
进 制 数 或 对 应 的 十 进 制 数 ,对 于 极 大 项 pV -gqV -7, 成 假 指派 得 到 的 二 进 制 数 为 011, 因 为 
(011)s=3, 所 以 pV TqV -r==Mon=M;. 
同样 , 极 大 项 的 下 标 采 用 二 进 制 记号 更 方便 . 
表 3-14 是 由 3 个 命题 变 元 p,q 和 7 产生 的 极 大 项 及 其 成 假 指派 和 极 大 项 的 符号 表示 . 


Tt 


表 3-14 
极 大 项 成 假 指派 ee 极 大 项 成 假 指派 0 
BW 000 Mo = M, -pVaVr 100 Miw =M, 
pVa\r 001 Mo = Mi "pVaV mr 101 Mio = Ms 
pV -1gVr 010 Mao 一 Me -pV -mgVr 110 Mo 一 M。 
pV -gqV oar ol11 Mo 一 Ms -pvVnmavnr 111 Mm 一 M， 


显然 ,有 一 M; 一 zi;. 
【定义 3-10】 对 于 命题 公式 A, 若 A 等 值 于 由 A 中 所 有 命题 变 元 产生 的 若干 个 极 大 项 
的 合 取 , 则 把 后 者 称 为 A 的 主 合 取 范式 (major conjunctive form). 
首先 注意 到 , 若 命题 公式 A 二 A(pi ,ps，…,p,),“ 若 干 个 ”最 大 数 为 2" ,最 小 数 为 0. 很 显 
然 , 所 有 极 大 项 的 合 取 为 永 假 式 0, 而 0 个 极 大 项 的 合 取 意味 着 A 为 永 真 式 1, 这 时 A 的 主 
合 取 范 式 不 存在 . 除 这 两 种 极端 情形 外 ,A 均 为 中 性 公式 . 
命题 公式 的 主 合 取 范式 是 合 取 范 式 ,而 一 般 来 说 , 合 取 范式 不 是 主 合 取 范式 . 例如 ， 
例 3-17 中 的 A=(p 悦 q)“r, 其 合 取 范 式 为 
= Vn VN a 
它 就 不 是 A 的 主 合 取 范 式 , 主 要 原因 是 在 该 合 取 范式 中 , 析 取 式 pVr 以 及 mgVr 不 是 F 
A 中 3 个 命题 p,qg,r 产生 的 极 大 项 .但 是 可 以 在 合 取 范式 的 基础 上 ,对 于 析 取 式 pVr 以 及 
了 TgVr, 通 过 补充 所 缺少 的 命题 变 元 将 其 转化 为 几 个 最 大 项 的 合 取 . 
BVr= PY (ADVE= (Vga VN Vg YA 
二 AD VV (Vy VD NV YD 


根据 这 个 分 析 ,得 到 求 A 的 主 合 取 范 式 的 第 一 种 方法 : 等 值 演算 法 . 
利用 等 值 演算 法 求 A 的 主 合 取 范 式 的 计算 步骤 为 : 
(1) 求 出 A 的 合 取 范式 ; 
(2) 利用 分 配 律 补充 所 缺少 的 命题 变 元 . 
【 例 3-21】 设 p,q 和 > 是 命题 变 元 , 求 命题 公式 A==(p 一 g)*>r 的 主 合 取 范 式 . 
解 ” 由 例 3-17 知 ,A 的 合 取 范 式 为 
=BVDN VV DN Cs VaV 
因为 


pVr=pV(gA7g) Vr=s(pVgqVn A(pVigVr) 
r= DV VP= VV VN YY 
所 以 A 的 主 合 取 范式 为 
A=(p VaVANpD VV rN Cp VaVr) 
Mmp Ve Cp Ve Vi 
=pVoV DAP VV NC pV aViN (pVaV 7) 
由 上 面 的 主 合 取 范式 可 知 ,使 A 取 0 的 真 值 指派 为 
(pqsr) = (0,0,0),(0,.1,.0),.(1,1,0),(1.0,1) 

实际 上 ,可 以 利用 A 的 真 值 表 求 A 的 主 合 取 范式 . 

下 面 介绍 求 A 的 主 合 取 范式 的 第 2 种 方法 : 真 值 表 法 . 

利用 真 值 表 法 求 A 的 主 合 取 范式 的 3 个 计算 步骤 为 : 

(1) 写 出 命题 公式 A 的 真 值 表 . 

(2) 对 于 使 A 取 0 的 指派 , 写 出 对 应 的 极 大 项 ,使 该 极 大 项 在 该 指派 下 也 为 0. 

例如 ,车 (p,q,7) 二 ( 民 ,1,1) 使 A 取 0, 则 对 应 的 极 大 项 为 Mi 二 M;= 二 了 pV7nqV nr; 

车 (p,q,7) 二 (1,0,0) 使 A 取 0, 则 对 应 的 极 大 项 为 Miwn 二 MM 二 了 pVaqVr; 

车 (p,q,r) 二 (0,0,0) 使 A 取 0, 则 对 应 的 极 大 项 为 Mow 二 Mo 二 pVqVr. 

(3) (可 以 证 明 )A 等 值 于 所 有 这 样 写 出 的 极 大 项 的 合 取 . 

【 例 3-22】 设 p,q 和 是 命题 变 元 , 求 命 题 公式 A 二 (pVg) 一 r 的 主 合 取 范式 . 

解 ” 命 题 公式 A 二 (pV g) 一 -的 真 值 表 见 表 3-16. 

使 A=(pVg) 一 r 取 0 的 指派 110,100,010 对 应 的 极 大 项 分 别 为 ~pV- 了 -gqgVr， 
-了 pVgqVr,pVmgVr. 于 是 有 

A=C"b Vo VA Cp Va NV 

结合 上 面 的 例子 ,根据 等 值 式 的 定义 可 以 证 明 : A 等 值 于 所 有 这 样 写 出 的 极 大 项 的 
合 取 . 

由 上 面 的 讨论 有 以 下 定理 . 

【定理 3-9】 任意 非 永 假 ( 非 永 真 ) 命 题 公式 都 存在 唯一 的 主 析 取 范式 ( 主 合 取 范式 ). 

显然 ,命题 公式 的 主 析 取 范式 和 主 合 取 范式 是 等 值 的 . 主 析 取 范式 中 所 含 的 极 小 项 个 数 
加 上 主 合 取 范 式 中 所 含 的 极 大 项 个 数 等 于 该 命题 公式 的 真 值 指 派 数 目 . 进一步 ,可 以 从 主 析 
取 范 式 求 出 主 合 取 范式 , 反 过 来 亦 然 . 

利用 命题 公式 的 主 析 取 范式 及 主 合 取 范 式 判 定 其 类 型 . 由 例 3-19 或 例 3-21 知 , 命 题 公 
式 A 二 (p 习 gq) 是 中 性 公式 .再 看 一 个 简单 的 例子 . 

MOSS 


【 例 3-23】〗 设 2 和 9 是 命题 变 元 ,利用 主 范式 判断 命题 公式 p 人 (p 一) 的 类 型 . 


解 pANp>"0)=pA( "pV a)= 


(PAPp)V (pA 7g) 二 p 人 人 gq, 显然 所 给 命题 


公式 的 主 析 取 范式 中 仅 含 一 个 极 小 项 ,所 以 它 是 中 性 公式 . 
利用 命题 公式 的 主 析 取 范式 及 主 合 取 范 式 可 以 判断 两 个 命题 公式 是 否 等 值 . 
【 例 3-24】 利用 主 范式 判断 下 述 两 个 命题 公式 是 否 等 值 . 


(1) p>(g—n). 
(2) (PV a >r; 
解 (1) p>(g*)=p 卫 (TgV7)= 


PV Vr 


(2) (pVq)>r=- (pVgqVr=(7TpATg)Vr=(TpVr)A(mqgVr) 
=(7TpV(gA7Tg) Vr) A((pATp) VigqVr7) 
=(TpVgVr) A(TpVnigqVr) A(pVTgVr) A(TpVTgVr) 
=(TpVgVr) A(TpVnigqgVr) A(pVnqVr). 
命题 公式 p 一 (g 一 r) 的 主 合 取 范式 中 , 仅 一 个 极 大 项 ;命题 公式 (pV g) 一 ~ 的 主 合 取 范 
式 中 ,有 3 个 极 大 项 . 于 是 得 出 ,所 给 的 两 个 命题 公式 不 等 值 . 
下 面 的 例子 说 明 ,命题 公式 的 主 析 取 范式 及 主 合 取 范 式 是 如 何 应 用 在 数字 逻辑 等 后 继 


课程 中 的 . 

【 例 3-25】 设 命题 公式 A 的 真 值 表 如 表 3-15 所 示 , 求 A. 

表 3-15 

p q r A p q 7 A 
i 1 lL 1 0 1 | 0 
1 0 0 0 1 0 0 
! 0 1 0 0 0 1 0 
1 0 0 0 0 0 1 


解法 1 因为 A 等 值 于 所 有 使 A 取 1 的 指派 对 应 的 极 小 项 的 析 取 ,所 以 


A=tpNaA7 Yt 


ndqAnrV(n 户 AndoAnm) 


解法 2 因为 A 等 值 于 所 有 使 A 取 0 的 指派 对 应 的 极 大 项 的 合 取 ,所 以 
=C"pN" oo VN PV NN (DY a VY" 
A(pVTigVr A(pVgV7r7) 
在 上 例 中 ,解法 1 比 解法 2 好 ,因为 极 小 项 的 个 数 为 3 而 极 大 项 的 个 数 为 5, 所 以 在 电 


路 实现 时 对 A 进行 的 化 简要 容易 些 . 


一 般 原则 是 , 若 A 取 1 的 个 数 小 于 取 0 的 个 数 , 求 出 主 析 取 范式 ; 若 A 取 0 的 个 数 小 于 
取 1 的 个 数 , 求 出 主 合 取 范 式 . 不 过 ,再 次 提醒 注意 ,同一 个 命题 公式 的 主 析 取 范式 与 其 主 合 


取 范 式 是 等 值 的 . 


从 例 3-25 可 知 , 只 要 给 出 了 一 个 命题 公式 A 的 真 值 表 , 就 可 以 将 该 命题 公式 A( 的 表 


达 式 ) 求 出 来 . 这 一 点 在 3.6 节 中 也 会 用 到 . 


另外 ,根据 真 值 表 法 可 知 , 若 得 出 了 命题 公式 A 的 主 析 取 范 式 , 则 可 以 得 出 使 A 为 真 的 


所 有 指派 ,进而 得 出 使 A 为 假 的 所 有 指派 ， 


因此 可 以 得 出 命题 公式 A 的 主 合 取 范式 ; 反 过 来 


二 和 


习 题 3.5 


1. 求 下 列 命题 公式 的 析 取 范式 与 合 取 范式 . 

(Cy pNP og) 

27 PNG Np VG 

Ca Cp Ni 

(4) (pg) —r. 

2. 在 一 次 研讨 会 上 ,3 名 与 会 者 根据 王 教授 的 口音 分 别 作出 下 述 判断 . 

甲 说 :“ 王 教授 不 是 苏州 人 ,是 上 海 人 ”. 

乙 说 :“ 王 教授 不 是 上 海 人 ,是 苏州 人 ”. 

两 说 :“ 王 教授 不 是 杭州 人 ,也 不 是 上 海 人 ”. 

王 教授 听 后 笑 道 :“ 你 们 3 人 中 有 一 个 人 全 说 对 了 ,有 一 个 人 全 说 错 了 ,有 一 个 人 对 错 
各 半 . ?请 问 王 教 授 是 哪里 人 ? 

3. 当 p,qgsr，s 4 人 考试 成 绩 出 来 后 ,有 人 问 4 人 中 谁 的 成 绩 最 好 . p 说 “不 是 我 ”ad 说 
“是 说 “是 g”s 说 “不 是 我 4 人 的 回答 只 有 一 个 人 符合 实际 , 问 哪 一 位 的 成 绩 最 好 . 若 
有 2 人 成 绩 并 列 最 好 ,应 是 哪 两 位 ? 

4. 已 知 p,q,r,s 这 4 个 人 中 有 且 仅 有 两 个 人 参加 围棋 比赛 ,但 必须 满足 下 列 4 个 条 件 : 

(1) p 和 g 仅 一 个 人 参加 ; 

(2) 若 r 参 加 , 则 ;也 参加 ; 

(3) g 和 s 至 多 参加 一 个 人 ; 

(4) 车 ;不 参加 , 则 pp 也 不 参加 . 

应 派 哪 两 个 人 去 参加 比赛 ? 

5. 分 别 用 等 值 演算 法 和 真 值 表 法 , 求 下 列 命题 公式 的 主 析 取 范式 及 主 合 取 范 式 , 并 判 
断 其 类 型 . 

(DmpV a (pg). 

(DN Og =p NC =p Nos 

Di a et 

CD p= NO ND 

6. 利用 主 范式 判断 命题 公式 (一 q) V (g 一 r) 一 ((PVd) 一 ”) 的 类 型 . 

7. 利用 主 范式 判断 下 列 两 个 命题 公式 是 否 等 值 : 

CD OD Nar VC pA NT Ns 

C2 Cp Na Vp NY: 

8. 设 某 命 题 公式 A 的 真 值 表 为 表 3-16, 求 A. 


表 3-16 
p q A p q 7 A 
1 1 1 0 0 if 1 
1 0 0 0 1 0 | 
i 0 Ll 0 0 1 0 
i 0 0 0 0 0 0 0 


9. 设计 一 芳 电 灯 的 开关 电路 时 ,要 求 受 3 个 开关 A,B,C 的 控制 : 当 且 仅 当 A,C 同时 
关闭 或 B,C 同时 关闭 时 灯亮 . 用 下 表示 灯亮 ,p,qg,r 分 别 表示 开关 A,B,C 关闭 , 求 下 一 
F(p,q,7) 的 逻辑 表达 式 以 及 下 的 主 析 取 范 式 及 主 合 取 范式 . 

10. 某 电 路 中 有 一 只 灯泡 和 3 个 开关 A,B,C. 已 知 当 且 仅 当 在 下 述 4 种 情况 之 一 灯亮 : 

(1) C 的 搬 键 向 上 ,A 和 B 的 搬 键 向 下 ; 

(2) A 的 搬 键 向 上 ,B 和 C 的 搬 键 向 下 ， 

(3) B 和 C 的 搬 键 向 上 ,A 的 搬 键 向 下 ， 

(4) A 和 B 的 搬 键 向 上 ,C 的 搬 键 向 下 . 

令 下 表示 灯亮 ,p,q,r 分 别 表示 A ,B,C 的 搬 键 向 上 , 求 FE=F(p,dq,r) 的 逻辑 表达 式 以 及 下 
的 主 合 取 范 式 . 


3.6 ”联结 词 集合 的 功能 完备 性 


在 3. 2 节 中 介绍 了 9 个 联结 词 ,联结 词 一 共有 多 少 个 ,同时 哪些 联结 词 集合 具有 功能 完 
备 性 ? 这 些 内容 可 以 从 一 定 的 理论 高 度 帮 助理 解 好 辑 门 电路 的 种 类 及 其 按 一 定 要 求 化 简 届 
辑 函 数 等 问题 . 

3.6.1 联结 词 的 个 数 

考虑 含 两 个 命题 变 元 p 和 g 的 情形 . 由 p 和 g 可 构成 不 等 值 的 命题 公式 共 22 一 16 个 ， 

记 为 Ai(Gi 一 1,2,…,16), 见 表 3-17. 


表 3-17 
q 4 |A,|A|A, |A|A,|A:|A |A, |Av |An |A |A | A |As | A 


1 1 1 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 


1 0 1 0 1 0 0 1 0 和 和 0 0 1 0 1 1 0 


0 1 1 0 0 1 和 0 0 中 1 0 1 0 0 1 0 1 


0 0 和 0 0 0 1 0 1 0 | 1 0 0 1 0 


由 等 值 式 的 定义 可 知 ,A1==1,A;=0,A;=p,Al=g,As = 二 -pAs = "gqg,A1 = 二 p Ag， 
As=ptgq,As=pVgq,Aw=plYq,An=p>q,Aw=p™q,As=p mg,Au=pDg,As= 


gq>p,As=g™p. 
除 A, 王 1,A: 王 0,A， p,As gq 以 及 重复 的 联结 词 (As 与 As .Au 与 As 、Awz 与 Ays) 外 ， 
逻辑 联结 词 共 9 个 : 1 元 联结 词 1 个 ,2 元 联结 词 8 个 . 

在 3.4 节 曾 提 到 ,集合 运算 与 逻辑 运算 之 间 有 非常 紧密 的 联系 ,于 是 有 下 述 问 题 供 大 家 


思考 . 
问题 1 能 否 类 似 于 真 值 表 形式 给 出 集合 运算 的 定义 ? 若 能 ,如 何 给 出 ? 
前 面 已 经 说 明了 ,不 同 的 1 元 和 2 元 逻辑 运算 共 9 种 (3 元 逻辑 运算 更 多 ) ,而 集合 运算 
只 介绍 了 5 种 . 

问题 2 给 出 另外 4 种 集合 运算 的 定义 . 


OD 六 


问题 3 9 种 逻辑 运算 与 9 种 集合 运算 是 如 何 对 应 的 ? 


3.6.2 


功 


能 完备 联结 词 集 


实际 上 ,有 些 逻 辑 运 算 可 以 借助 于 其 他 联结 词 加 以 定义 ,在 3.4 节 中 已 经 看 到 了 这 一 
点 .很 快 就 可 以 知道 ,有 些 联结 词 如 一 就 不 能 由 八 和 V 加 以 定义 ,这 涉及 联结 词 集合 的 功能 


完备 性 . 


【定义 3-11】 对 于 若干 个 联结 词组 成 的 非 空 集合 S, 若 任意 的 命题 公式 都 可 由 仅 含 
S 中 的 联结 词 等 值 地 表示 出 来 , 则 称 S 为 功能 完备 联结 词 集 (complete group of connectives， 
adequate set of connectives). 

将 S 中 的 联结 词 理 解 为 门 电路 , 则 S 是 功能 完备 的 是 指 任何 的 逻辑 电路 都 可 以 由 这 些 
门 电路 实现 . 

由 3.5 节 定 理 3-9 知 ,任意 的 命题 公式 都 存在 唯一 的 主 析 取 范式 或 主 合 取 范式 ,于 是 ， 
任意 的 命题 公式 都 可 以 由 {一 ,人 ,V } 中 的 联结 词 等 值 表示 出 来 ,因此 ,有 以 下 定理 : 

【定理 3-10】 {一 ,人 ,V ) 是 功能 完备 联结 词 集 . 

推论 以 下 联结 词 集 都 是 功能 完备 的 . 

CDA 


(2 

人 

Cs 

(5) 1 一) 

证 只 证 (2) 和 (4) ,其 余 留 作 练习 . 


(2) 根据 定理 3-10, 只 需 证 明 : -p,pAg,pVg 可 由 仅 含 “* 人 ”的 命题 公式 等 值 表示 . 
因为 


从 一 人 
pMgq= 7"("(pAg))= "(pho = (pha)t (pha), 
pVgq= -7(7pA7q) 一 (一 力 ) 个 (”9g) = (ptp) tgt gq) 


所 以 ,{ 人} 是 功能 完备 联结 词 集 . 
(4) 只 需 证 明 : p A 人 g 可 由 仅 含 {” ,V } 的 命题 公式 等 值 表示 . 
因为 p Ag 二 了 (TpV Tg), 由 定理 3-10 知 {一 ,V ) 是 功能 完备 联结 词 集 . 
【 例 3-26】 定义 3 元 联结 词 f 如 表 3-18, 证 明 : (是 功能 完备 的 . 


表 3-18 

p gq J( 访 ,g 门 p gq FF (gm) 
i 1 0 0 1 下 0 

1 0 1 0 0 0 

0 1 0 0 1 

1 0 0 1 0 0 0 让 


证 由 真 值 表 3-21, 可 得 出 /(p,q,7) 的 主 合 取 范式 为 
.OS 


FFCpqr) = (TpVTgV Tir A (pVTiqgV ir A (pVTiqgVr) 
于 是 ,有 f(p,p,p) 二 -pp 且 ("p,mp, gq) 二 pVg. 由 推论 (4) 知 ,{ 一 ,V }) 是 功能 完备 
的 ,因此 { 放 是 功能 完备 的 . 
【 例 3-27】 化 简 命 题 公式 ((pVg) 一 r) 一 p, 并 用 仪 含 联结 词 {一 ,人 \ } 的 等 值 的 命题 公 
式 表 示 . 
解 ((pPVq)—>r)—>p=(7"(pVOV r) 一 户 
一 ”mV DVr VE 
=((pVaANVp 
=((pV DVP ACTr Vp) 
=(p Vgqg)A(p V7r) 
=pV (gqgA7mr) 
="(" pA (oN 
下 面 考虑 不 具有 功能 完备 性 的 联结 词 集 . 
【 例 3-28】 证 明 : { 人 , 一} 不 是 功能 完备 的 联结 词 集 . 
证 首先 证 明 , 对 于 只 含有 联结 词 { 人 , 一} 的 任意 命题 公式 A, 在 所 有 命题 变 元 均 取 1 
时 ,A 的 真 值 为 1. 
对 A 中 所 含 的 联结 词 个 数 使 用 第 二 数学 归纳 法 . 
当 n==0 时 ,显然 成 立 . 
假设 小 于 等 于 n 时 成 立 , 当 A 含 2 十 1 个 联结 词 时 ,这 时 4A=BAC 或 4= 了 一 C, 由 归 
纳 假设 知 ,在 所 有 命题 变 元 均 取 1 时 ,B 和 C 的 真 值 为 1, 进 而 A 的 真 值 为 1. 
对 于 命题 变 元 p, 由 上 面 的 讨论 可 知 p 人 -=p 不 能 用 仅 含 联结 词 { A, 一} 的 命题 公式 等 
值 表 示 , 故 { 人 , 一 } 不 是 功能 完备 的 联结 词 集 . 
【定义 3-12】” 设 S 是 功能 完备 的 联结 词 集 , 而 S 的 任意 非 空 真子 集 都 不 是 功能 完备 的 
联结 词 集 , 则 称 S 为 极 小 的 功能 完备 的 联结 词 集 . 
由 于 {一 },{ 和信 ),{V),{ 一 } 不 是 功能 完备 的 ,所 以 由 定理 3-10 的 推论 有 : 
【定理 3-11】 下 列 联结 词 集合 是 极 小 功能 完备 的 . 
CL WV, 
(0 
(3 
Ca ms 
0 
人 们 通常 先 介绍 5 种 逻辑 运算 一 , 人 ,V ,一 ,一 ,在 命题 公式 的 定义 中 也 只 用 这 5 种 . 
实际 上 ,这 5 种 逻辑 运算 是 不 全 面 的 ,还 有 4 种 . 若 从 功能 完备 的 角度 去 看 ,又 有 多 余 的 联 
结 词 . 
知道 了 逻辑 运算 的 个 数 以 及 极 小 的 功能 完备 的 联结 词 集 , 对 于 我 们 进一步 学 习 、 研 究 罗 
辑 演 算 形式 系统 是 有 帮助 的 . 
在 实际 应 用 中 ,联结 词 “ 个 以及“ y ”可 推广 到 多 个 命题 变 元 上 去 ,如 了 -了 (p Ad 和 Ar)， 
了 (pVgqVrVs) 等 ,也 可 以 构造 出 组 合 门 电路 ,如 “与 或 非 门 ”等 . 


习 题 3.6 


1. 证 明 : 通过 考虑 含 一 个 命题 变 元 p 的 不 等 值 的 命题 公式 ,只 能 得 出 一 个 联结 词 ” . 
2. 证 明 : 含 7 个 命题 变 元 p1,p,，…,p，, 的 不 等 值 的 命题 公式 的 个 数 为 2 . 
3. 证 明 : 以 下 联结 词 集 都 是 功能 完备 的 . 

(1) {vy}. 

CD 

CO Nis 

4. 证 明 : 下 列 联结 词 集 都 不 是 功能 完备 的 联结 词 集 . 

全 

C2 (A 

Cy (VE 

(4) {—}. 

5. 证 明 : 下 列 联结 词 集 都 不 是 功能 完备 的 联结 词 集 . 

(1) {- ,>). 

Coy A Bs 

Ca A 


3.7 命题 逻辑 中 的 推理 


逻辑 学 的 主要 内 容 是 研究 推理 ,推理 是 从 一 些 前 提 推 出 结论 的 思维 过 程 . 实际 问题 中 的 
推理 ,需要 对 前 提 做 深入 分 析 , 才 能 得 出 结论 ,如 由 两 直线 平行 ,得 出 同位 角 相等 以 及 由 一 元 
二 次 方程 的 判别 式 大 于 0 得 出 方程 有 两 个 不 相等 的 实数 根 等 就 是 这 样 的 一 些 推理 . 

数理 逻辑 主要 是 用 数学 的 方法 研究 逻辑 中 的 推理 , 它 关心 的 是 推理 形式 的 有 效 性 问题 . 

例如 ,下 面 两 个 不 同 的 推理 . 

(1) 若 两 直线 平行 , 则 同位 角 相 等 . 

这 两 直线 是 平行 的 ,所 以 ,同位 角 相 等 . 

(2) 若 两 个 三 角形 全 等 , 则 其 对 应 边 相 等 . 

这 两 个 三 角形 全 等 ,所 以 ,它们 的 对 应 边 相 等 . 

都 具有 如 下 的 推理 形式 
由 pp 一 g.p 得 出 g. 

所 谓 推理 形式 的 有 效 性 是 指 , 如 果 前 提 全 为 真 ,那么 所 得 结论 必然 为 真 ,而 不 考虑 前 提 
和 结论 的 真实 含义 . 有效 的 推理 形式 是 四 海 丝 准 的 推理 规则 . 

3.7.1 推理 形式 有 效 性 的 定义 

【定义 3-13】〗 设 有 Hi ,HH,,…,H, 和 C 是 命题 公式 , 若 Hi,HH,,…,H, 全 为 真 ,可 得 出 
C 必然 真 , 则 称 由 Hi , 态 ;,…, 昌 , 得 出 C 的 推理 形式 是 有 效 的 (valid argument form), 记 为 


Hi ,Hi,…,HH, 祈 C( 或 Hi,HH;,…,H， 上 C. 通 常 在 讨论 形式 系统 的 语义 推理 时 使 用 ,而 
*。 108 。 


Hi ,HH,,…,H, 上 C 在 讨论 语 构 推理 时 使 用 ) ,其 中 Hi ,日 ;,…,H, 称 为 前 提 (antecedent， 
premise,hypothesis) ,C 称 为 结论 (conclusion). 

Hi ,万 , ,…, 刀 ,全 C 可 简称 Hi ,日 ;,…,H, 逻辑 推出 (logically follows) 或 逻辑 列 酒 
(logically implies)C,“ 过 ”是 “推出 ”符号 ,Hi , 妃 ; ,… ,万 ,一 C 称 为 推理 规则 . 

命题 公式 由 Hi , 昌 ; ,…, 昌 , 全 为 真 ,可 得 出 甩 ; 人 H; 人 … 人 H, 为 真 .于 是 ,由 3. 3 节 
例 3-10 的 说 明 可 知 ,由 Hi, 昌 ;,…, HH, 全 为 真 可 得 出 C 必然 真 的 充 要 条 件 是 Hi 人 
昌 ; 人 … 人 HH, 一 C 为 永 真 式 . 因此 有 

【定理 3-12】 设 Hi, 昌 ;,…,HH, 和 C 是 命题 公式 , 则 有 Hi, 日 ;,…, HH, 过 C 的 充 要 条 件 
是 互 ; 人 Hi; 人 … A 人 H, 一 C 是 永 真 式 , 即 Hj 人 H; A 人 … A H.,=>C. 

正 因为 这 样 ,又 称 Hi , 昌 ; ,… ,日 ,之 C 是 永 真 蕴涵 式 或 逻辑 蕴涵 式 . 因此 ,“ >”" 又 是 “ 永 
真 缠 涵 ” 或 “ 馆 辑 蕴涵 "符号, 它 与 蕴涵 联结 词 * 一 ”是 不 同 的 . 

注意 ”就 两 个 命题 公式 来 说 ,二 是 关系 符号 ,A 二 B 是 逻辑 北 涵 式 , 习 是 运算 符号 ,A 一 
B 是 命题 公式 ,而 通常 所 说 的 冀 涵 指 逻 辑 冀 涵 . 

定理 3-12 给 出 了 等 值 式 与 永 真 蕴涵 式 之 间 的 联系 . 可 以 利用 定理 3-12 去 证 明 一 些 永 
真 式 , 参 见 本 节 的 习题 第 10 题 . 

从 推理 的 角度 看 ,将 A==B 写成 A 仿 B 更 适合 . 

【定理 3-13】〗】 设 A 和 B 是 命题 公式 , 则 A 对 B 的 充 要 条 件 是 A 二 >B 且 B 志 A. 

证 利用 AB=(A 一 B) 和信 (B 一 A) 即 得 . 

在 实际 推理 中 ,特别 是 数学 证 明 , 上 述 定理 3-13 很 常用 . 

可 以 证 明 ,命题 公式 间 的 永 真 蕴涵 关系 是 偏 序 关系 . 

【定理 3-14】 设 A,B 和 C 是 命题 公式 ,下 述 结论 成 立 . 

(1) A 二 A( 自 反 性 ). 

(2) 若 A 二 B 且 B=>A, 则 A=B( 反 对 称 性 ). 

(3) 若 A 二 B 且 B= 过 C, 则 A 二 C( 传 递 性 ). 

证 (1) 显然 . 

(2) 由 定理 3-13 即 得 . 

(3) 因为 A 二 B 且 B=>C, 所 以 A 一 B 且 B 一 C 永 真 ,由 此 可 以 推出 : 若 A 真 则 C 真 ,于 
是 A 一 C 永 真 ,因此 有 A 过 C. 

根据 定理 3-12 可 得 出 命题 公式 间 的 永 真 蕴涵 关系 > 还 具有 下 面 两 条 性 质 . 

【定理 3-15】 设 A,B 和 C 是 命题 公式 ,下 述 结论 成 立 . 

(1 若 A=C 且 也 一 C, 则 AVB=C， 

(2) 若 C=>A 且 C=B, 则 C 一 AAAB. 

证 (1) 因为 A 二 C 且 B= 过 C, 所 以 A 一 C 且 B 一 C 永 真 ,于 是 由 AVB 真 有 C 真 , 因 此 
AVB 一 C 永 真 ,进而 AVB 志 C. 

(2) 因为 C= 二 A 且 C 志 >B, 所 以 C 一 A 上 且 C 一 B 永 真 ,于 是 由 C 真 有 A 入 B 真 ,因此 
C 一 A 人 了 B 永 真 ,进而 CAAB. 

由 定理 3-15 可 以 得 出 以 下 定理 . 

【定理 3-16】 设 A,B 是 命题 公式 , 则 对 于 命题 公式 间 的 永 真理 涵 关 系 之 ， 

(1) sup {A,B}=AVB. 

(2) inf {A,B}=A AB. 


证 (1) 显然 ,A 一 (AVB) 永 真 ,于 是 A 二 AV B. 同 理 有 B 二 AVB. 所 以 ,AVB 是 A 
和 B 的 上 界 .假设 C 是 A 和 B 的 任意 上 界 , 即 A 二 C 且 了 一 C, 由 定理 3-14 知 ,AVB 一 C. 
因此 ,AVB 是 A 和 B 的 最 小 上 界 , 进 而 有 sup{A,B} 二 AVB. 

(2)( 留 作 练 习 ). 


3.7.2 基本 推理 规则 


下 面 举例 说 明 ,证 明 推理 形式 有 效 性 的 4 种 方法 . 

【 例 3-29】 设 A 和 B 是 命题 公式 ,证 明 : A 一 B,A 二 B. 

分 析 根据 定义 ,只 需 证 明 ((A 一 B) 人 人 A) 一 B 永 真 . 由 永 真 式 的 代入 定理 知 ,只 需 证 
明 : 对 于 命题 变 元 p,g, 有 ((p 一 g) 人 p) 一 g 永 真 . 

证 法 1 真 值 表 法 . 写 出 命题 公式 (( 思 一 q) 入 p) 一 d 的 真 值 表 见 表 3-19. 

显然 ,((p 一 gq) 人 Pp) 一 gq 永 真 . 

证 法 2 取 值 法 . 假设 (p 一 g) 人 p 取 真 , 则 p 一 g 及 zp 均 取 真 ,进而 g 为 真 ,因此 
((p 一 gq) 人 bp) 一 dg 永 真 . 


表 3-19 
| | Bp NE (po Np | | | sa | pNPp| (po Np 


i 1 1 @ | 1 0 1 


1 | 0 0 0 0 | 0 1 0 


证 法 3 等 值 演算 法 . 
((p—>g)N\p)—>gqg=(("pV gq Ab) 一 0 
=((TpA pV (pAgq))>gq=(pAgq)>gq=-"(phA gq)Vg 
=("pV"o) Vaq="pV ("gagV eo = "pV1=1 
证 法 4 主 范式 法 . 
((p gq) 人 pb) 一 g 的 主 析 取 范 式 和 主 合 取 范 式 分 别 为 : 
(p= DN p= VPN VV Cp VA 
((p 一 gq) 人 p) 一 gq ( 主 合 取 范式 不 存在 ) 
从 主 范式 都 可 以 得 出 ((p 一 g) 人 p) gq 永 真 . 
类 似 地 可 以 证 明 下 列 基本 推理 规则 . 
设 A,B 和 C 是 命题 公式 ,如 表 3-20 所 示 为 基本 推理 规则 或 永 真 蕴涵 式 , 要 求 记 住 . 


表 3-20 基本 逻辑 蕴涵 式 I 


(1) AAB=>A, A 和 AB 二 >B( 化 简 ). 

(2) A 二 AVB, B 二 AV B( 附 加 ). 

(3) A,B 二 A 入 B( 合 取 引 入 ). 

(4) AVB, 了 A 二 B( 析 取 三 段 论 ). 

(5) A 一 B,A 二 B( 假 言 推理 ). 

(6) A 一 B, 了 B 二 > 了 -A( 拒 取 式 ). 

(7) A 一 B,B 一 CC 一 A 一 C( 假 言 三 段 论 ). 
(8) AVB,A 一 C,B 一 C=C( 二 难 推理 ). 


a IQ 


3.7.3 命题 逻辑 的 自然 推理 系统 


自然 推理 的 构造 法 是 判定 推理 形式 有 效 性 的 又 一 种 方法 , 它 主要 是 为 今后 进一步 学 习 
数理 逻辑 ,尤其 是 为 逻辑 的 公理 化 推理 系统 做 准备 的 . 自然 推理 的 基本 思想 是 ,确定 一 些 推 
理 规 则 ,然后 根据 这 些 推理 规则 从 前 提出 发 ,把 结论 推出 来 . 自然 推理 系统 是 德国 逻辑 学 家 
G. Gentzen 和 波兰 逻辑 学 家 S. Jaskowski 在 1934 年 独立 给 出 的 演绎 逻辑 系统 的 一 个 创新 
成 果 . 

作为 推理 系统 ,原则 上 有 以 下 4 个 部 分 . 

(1) 它 应 有 初始 符号 , 它 是 系统 中 允许 出 现 的 字符 . 自然 推理 系统 的 初始 符号 有 以 下 
3 类 ， 

@ 命题 变 元 p,q y… ,rr，… pi,gi ori,*…. 

@@ 5 个 联结 词 ”，A,V ,一 ,=. 

因为 这 5 个 联结 词 足 以 对 实际 问题 进行 描述 了 . 若 出 现 异 或 等 其 他 联结 词 情形 , 则 要 求 
归 约 到 这 5 个 联结 词 ,这 是 容易 办 到 的 . 

@ 左右 圆 括号 :“(”，)”. 

(2) 定义 推理 系统 中 的 公式 , 它 是 按 一 定 的 形成 规则 得 到 的 有 意义 的 符号 串 . 粗略 地 
说 , 它 就 是 命题 公式 ,但 它 原则 上 不 出 现 除 ", 人 ,V ,二 , 呈 外 的 其 他 联结 词 ,同时 原则 上 不 
出 现 命题 常量 1 和 0. 

(3) 确定 公理 , 就 是 推理 系统 中 不 加 推导 就 承认 的 公式 . 从 语义 的 角度 看 , 它 就 是 永 真 
式 . 自然 推理 系统 中 没有 公理 ,这 一 点 是 与 公理 推理 系统 截然 不 同 的 . 

(4) 确定 推理 规则 .在 自然 推理 系统 中 ,把 所 有 与 5 个 联结 词 ",，A,V ,一 ,一 有 关 的 基 
本 逻辑 蕴涵 式 都 作为 推理 规则 ( 见 表 3-20) ,同时 ,一 个 基本 等 值 式 ( 见 表 3-21) 相 当 于 两 个 
基本 逻辑 蕴涵 式 . 除 必须 记 住 表 3-20 和 表 3-21 之 外 ,还 要 使 用 两 个 最 基本 的 推理 规则 . 

QP 规则 . 所 给 的 前 提 在 证 明 过 程 中 随时 可 以 引用 . 

@T 规 则 .已 经 推出 的 公式 在 以 后 的 证 明 过 程 中 可 以 随时 引用 . 


表 3-21 基本 等 值 式 E 


(1) ~” -A=A( 对 合 律 ) 

(2) AVA==A,A 和 A 二 A ( 客 等 律 ) 

(3) AVB=BVA , AA 人 B=BA 人 A (交换 律 ) 

(4) (AV B)VC=AV (BVO), (A AB)AC=AA(BAC) (结合 律 ) 
(5) AV (A AB)=A,AA(AVB)==A( 吸 收 律 ) 

(6) AV (BAOC)=(AVB)A(AVO),AA(BVO)=(AAB)V(AAC) (分配 律 ) 
(7) A 站 A=1,A A 一 A=0 (互补 律 : A 有 补 元 A) 

(8) AVB=A AB.AAB=AVB(De Morgan 律 ) 

(9) AV0==0VA==A, AA1=1AA=A(V , 人 有 单位 元 或 称 为 同一 律 ) 
(10) AV1==1VA=1, A 和 0 一 0 入 A 二 0(V , 八 有 零 元 或 称 为 0-1 律 ) 
(11) A=B= -AVB 

(12) A=B=(A—>B) A(B—A) 


自然 推理 系统 的 显著 特点 是 没有 公理 ,作为 推理 依据 的 只 有 推理 规则 . 这 似乎 更 符合 人 
们 日 常 思 维 的 推理 习惯 ,因此 称 为 自然 推理 . 

在 进行 自然 推理 时 ,采用 构造 性 证 明 方法 ,简称 "构造 法 ,更 准确 地 应 该 说 是 数理 逻辑 
中 的 演绎 (Cdeduction) 法 ,也 可 以 称 为 “形式 证 明 ”. 在 逻辑 推理 系统 中 ,推出 符号 一 般 采 用 
“上 ”, 但 前 面 介绍 的 自然 推理 系统 与 公理 化 推理 系统 还 是 有 很 大 区 别 的 ,所 以 按 最 接近 于 人 
的 思维 方式 去 理解 ,推出 符号 仍 用 "之 ”. 

先 通过 一 个 例子 了 解 证 明 的 书写 格式 . 

【 例 3-30】 使 用 构造 法 证 明 : p 一 (gqV7), 了 7s 王 了 27g,p 人 一 s 寺 r. 


证 

(1 pA Ts PF 

C2) B TT 
C8 sig TO 
(4) p>(gVr) 下 

(5) gqVr T(2)(4)I 
(0657 “is i PP 

C79 一 T(3)(6)I 
C8 TC(5NTOT 


从 证 明 过 程 可 以 看 出 ,每 一 行 由 3 部 分 组 成 : 第 一 部 分 是 编号 ,说 明 它 是 证 明 的 第 几 
步 ;第 二 部 分 仅 写 一 个 命题 公式 ,实际 上 编号 也 说 明了 它 是 第 几 个 命题 公式 ;第 三 部 分 是 写 
理由 ,交代 该 命题 公式 是 怎样 得 来 的 . 

初学 者 最 感 困难 的 是 ,如 何 一 步 一 步 地 构造 出 从 前 提 到 结论 的 证 明 过 程 . 与 其 他 证 明 题 
一 样 ,可 以 先进 行 分 析 . 例 3-30 的 分 析 过 程 如 下 : 

要 推出 结论 ~, 在 3 个 前 提 中 ,只 有 公式 p 一 (gVr) 中 含有 r 且 在 后 件 g Vr 中 . 若 能 推 
出 bp, 则 根据 A 一 B,A 二 B 即 得 g V7, 而 这 一 点 很 容易 办 到 ,因为 有 前 提 p 人 一 s. 在 得 到 公 
式 gVr 后 , 若 能 推出 -gq, 则 利用 AVB, 一 A 过 B 可 得 7. 如何 推出 -了 g? 在 前 提 一 s 一 一 g 含 
有 一 gq, 只 需要 推出 了 ys 即 可 ,这 一 点 也 很 容易 办 到 ,因为 有 前 提 p 人 一;. 

【 例 3-31】 使 用 构造 法 证 明 ; p 人 gr,. 了 -rmg 志 一 p. 


证 

(DD pA = 六 

(2 “rh mig BP 

€37 二 入 VE 
(4) A TCODA3)T 
(5) TpVg TWE 
6) 1 洲 下 (2 这 
人 站 二 沪 T(5)(6)I 


一 个 推理 形式 是 有 效 的 ,实际 上 是 指 符号 推理 是 正确 的 . 要 证 明 一 个 推理 形式 是 有 效 
的 ,首先 将 所 给 的 前 提 和 结论 符号 化 ,再 根据 定义 3-12 证 明 这 个 符号 推理 是 正确 的 . 
【 例 3-32】 用 构造 法 证 明 下 列 推理 形式 的 有 效 性 : 如 果 小 赵 和 小 钱 去 上 自习 , 则 小 孙 
也 去 . 小 李 不 去 自习 或 小 赵 去 自习 ,由 于 小 钱 和 小 李 已 经 去 自习 了 ,所 以 小 孙 也 去 上 自习 了 . 
nS 


解 Pp: 小 赵 去 自习 ,gq: 小 钱 去 自习 ,r: 小 孙 去 自习 ,s: 小 李 去 自习 , 则 要 证 明 
( 力 人 dg) 一 rsV pqh sr 


CD gs Ep 

(2)g TAD 

(3)s TDL 

(4) 7sVp 下 

5y 功 下 
(6) pAg TC 
C7) Cp NG sy P 

(8) > T(6)(7)I 

下 面 介 绍 两 种 间接 的 构造 性 证 明 方法 . 
1. 反 证 法 


要 证 明 Hi ,有 H;,…, ,之 C, 将 结论 C 否定 得 到 一 C, 然 后 推出 一 个 矛盾 ,如 SA 一 S 即 可 . 
理由 如 下 : 要 证 明 Hi, 理 ;,… ,HH, 字 C, 只 要 证 Hi 人 Hi 人 …A 人 HC 永 真 , 即 了 (Hi 信 
昌 , 人 … 人 HH,)VC 永 真 ,或 者 说 证 
ENN ND VO=T Nh NHAC 
永 假 , 即 得 到 一 个 永 假 式 , 如 SA 一 S 等 . 
【 例 3-33】 使 用 反 证 法 证 明 : p 人 了 gr,-rA -gqg 过 一 p. 


证 

CI Cy P( 附 加 ) 
(2)p TODE 
(3) rN ig P 

(4) -mg 到 (3 洒 
(5)pA7mg T(2)(4)I 
CD pA = PP 

(7) > T(5)(6)I 
(8) mr TN 
(9) -> 人 = T(7) (8)I 
2. CP 规则 (条 件 证 明 规 则 ) 

对 于 如 下 形式 的 推理 : 


Hi,H:,*…%…,H, >A—C 
只 需要 证 明 Hi ,HH ,…,H, ,A 之 C, 这 就 是 采用 CP 规则 的 证 明 方 法 , 它 是 将 A 一 C 的 
前 件 A 和 后 件 C 分 离 的 一 种 证 明 方 法 , 称 为 条 件 证 明 规 则 . 
理由 如 下 : 因为 
(Hi A H; MA-…AH,)—>(A—> 人 CO) 
= NN TA 
= NB NN BV VC 
一 (HA H; A:……A HAAVC= (HiAH, 人 … AH,AA)—C 
所 以 ,(Hi 人 H; 人 … 人 HH,) 习 (A 一 C) 永 真 的 充 要 条 件 是 (Hi 人 H; 入 … 人 H, 人 人 A) 一 C 永 
。113 。 


真 , 即 证 明 
Hi,H;2y°…,H.sA=>C 
【 例 3-34】 使 用 CP 规则 证 明 : p(qVn) ,qTp,s>Tr>p>7s. 


证 

CI) paNr PF 

(2)p P( 附 加 ) 
(3) gqVr TODC2)T 
(4) g 一 一 力 P 

(05) oY 二 古 T(E 
(6) mg TCC5)l 
CT T(3)(6)I 
GB Pe 

C9 .si T(E 
CON =s TY 
CLI Bes ep 


数理 逻辑 的 主要 研究 任务 是 建立 一 个 严密 的 逻辑 推理 系统 一 一 公理 推理 系统 来 刻画 人 
类 的 思维 规律 ,这 个 系统 与 前 面 的 自然 推理 系统 是 类 似 的 ,但 它 有 更 精简 的 初始 符号 .公式 
的 形成 规则 、 公 理 和 推理 规则 .已 经 有 的 逻辑 演算 形式 系统 ,如 PC(formal system of 
Proposition Calculus) 在 理论 上 证 明了 其 合理 性 、 一 致 性 .完备 性 等 与 语法 和 语义 有 关 的 重 
要 结论 , PC 能 得 出 人 类 思维 的 所 有 推理 规则 ,所 提供 的 逻辑 推理 框架 能 保证 在 前 提 真 的 条 
件 下 ,总 能 得 出 正确 的 结论 . 对 逻辑 演算 形式 系统 感 兴趣 ,特别 是 做 计算 机 软件 工作 的 读者 
请 参阅 有 关 文 献 [14, 15]. 


习 题 3.7 


1. 对 于 命题 公式 A,B ,证 明 , A 一 B,-B 一 ”4A. 

2. 对 于 命题 公式 A,B 和 C ,证 明 : 

(1) AAB=A; 

(2) AVB, -A=B; 

(3) A 一 B,B 一 C 一 A 一 Ci; 

(4) AVB,A—C,B—C=C. 

3. 证 明 下 列 推理 形式 是 无 效 的 : 

(1) 若 两 个 三 角形 全 等 , 则 其 对 应 角 相 等 ; 

(2) 两 个 三 角形 的 对 应 角 相 等 ; 

(3) 所 以 ,这 两 个 三 角形 全 等 . 

4. 设 A,B 和 C 是 命题 公式 ,证 明 : 

(1) A>B=>(AVC) >(BVO); 

(2) A—>B=>(A AC)—>(BAC). 

5. 设 A,B 是 命题 公式 , 则 对 于 命题 公式 间 的 永 真 蕴 涵 关 系 守 有 ,inf {A,B} 二 A 人 B. 
和 


6. 使 用 构造 法 证 明 以 下 推理 . 
(1) "(A AB),BVC;, "C= 7 A. 
(2) A—B,C—A,C=>B. 
7. 使 用 构造 法 证 明 以 下 推理 . 
(1) AAB,(A*B) >C=C. 
(NABI TBVCY MN mC NAND SD, 
8. 使 用 反 证 法 ,构造 出 下 面 推理 的 证 明 . 
(1) mAVB,C~>-B,A=>7C. 
(2) A—=B; "(BVIOS "A 
9. 使 用 CP 规则 ,构造 出 下 面 推 理 的 证 明 . 
(DD) AB-—"C); "DVA,B=>D—C. 
(2) A 一 (了 一 C),(CAD) 一 BE, 下 一 (DA 已) 之 A 一 (B 一 F). 
10. 证 明 下 列 公式 是 永 真 式 . 
(1) (4A 一 B) 一 (( 有 一 (B 一 C)7 一 (A 一 C)). 
(2) (4 一 B) 一 ((A 一 ”B) 一 ”A). 
. 证 明 下 列 推理 形式 的 有 效 性 : 如 果 今 天 是 星期 四 , 则 要 进行 离散 数学 或 数据 结构 
考试 ;如 果 数 据 结 构 老 师 有 会 , 则 不 考 数据 结构 ;今天 是 星期 四 且 数 据 结 构 老 师 有 会 ,所 以 要 
进行 离散 数学 考试 . 
12. 小 东 的 爸爸 带 他 出 去 玩 , 当 乘 车 经 过 一 座高 楼 时 ,和 爸爸 对 小 东 说 ;“ 你 只 有 现在 好 
好 学 习 , 将 来 才能 挣 很 多 很 多 钱 ; 有 了 很 多 很 多 钱 ,就 能 住 上 这 样 的 高 楼 . ”小 东 听 了 爸爸 的 
话 , 回 答 说 :“ 和 爸爸 没有 住 上 这 样 的 高 楼 ,是 因为 爸爸 没有 钱 ;爸爸 没有 钱 是 因为 爸爸 以 前 没 
有 好 好 学 习 . "请问: 小 东 是 否 误 解 了 爸爸 原 话 的 意思 ,为 什么 ? 


本 章 小 结 


请 


1. 命题 的 有 关 概 念 

能 判断 出 真 假 (或 真 假 程度 ) 的 语句 称 为 命题 . 真 命题 真 值 为 1, 假 命 题 真 值 为 0. 不 能 
分 成 更 小 的 命题 是 原子 命题 , 通常 用 小 写 英文 字母 bp,g,r,s,… 或 带 下 标 pi ,ps ,ps 等 表示 ， 
否则 是 复合 命题 . 

2. 逻辑 联结 词 

1 元 或 2 元 逻辑 运算 共有 9 个 , 最 基本 的 是 了 ,人 人 ,V: 

(1) -p=p 是 p 的 否定 ，--p 为 1 当 且 仅 当 pp 为 0. 

(2) pAg 二 p，g 二 pq 表示 pp 并且 g, pAg 为 1 当 且 仪 当 p 和 g 同时 为 1. 

(3) pVg 二 pq 表示 Pp 或 4, pVg 为 0 当 且 仪 当 p 和 4g 同时 为 0. 

(4) pg 表示 p 异 或 g, p 和 g 不 能 同时 为 1 的 “或 ", pg 为 0 当 且 仅 当 p 和 g 同时 
为 1 或 同时 为 0. 

(5) pq 表示 “ 若 p, 则 gq”, pg 为 0 当 且 仅 当 p 为 1 且 和 gq 为 0. 

(6) pmgq 表示 pp 当 且 仅 当 gq, p*q 为 1 当 且 仅 当 p 和 4g 取 值 相同 . 

(7) pg=.:.- (pp Ag). 


(8) pyq=:-7 (pVa). 

(9) pqg=:- (p>g). 

3. 命题 公式 及 其 真 值 表 

命题 公式 就 是 逻辑 函数 或 逻辑 表达 式 ， 其 中 出 现 命题 常量 0 和 1、 命题 变 元 和 逻辑 运 
算 , 但 含义 要 清楚 .9 种 运算 ,和 人,V , 田 , 一 ,一 ,个 ,， ,一 的 级 别 按 顺序 从 高 到 低 . 

将 一 个 命题 符号 化 后 所 得 到 的 式 子 均 为 命题 公式 , 于 是 对 命题 建立 了 数学 模型 一 符号 
化 , 它 也 是 抽象 的 一 种 方法 . 命题 符号 化 的 步 又: 第 一 步 , 找 出 所 给 命题 的 所 有 原子 命题 ， 
并 用 小 写 英文 字母 或 带 下 标 表示 ;第 二 步 , 确定 应 使 用 的 联结 词 ,进而 将 原 命题 用 符号 表示 
出 来. 

命题 公式 的 真 值 表 就 是 该 命题 公式 的 取 值 情况 表 , 要 求 能 准确 写 出 给 定 命题 公式 的 真 
值 表 , 当然 记 住 逻辑 运算 表 是 至 关 重要 的 . 含 个 命题 变 元 的 命题 公式 的 真 值 指派 有 2". 

命题 公式 的 分 类 : 

永 真 式 
可 满足 式 | 中 性 式 


eaex| 
永 假 式 

4. 逻辑 等 值 的 命题 公式 

两 个 命题 公式 等 值 讨 论 的 是 它们 之 间 的 一 种 逻辑 关系 . 给 定 两 个 命题 公式 A 和 卫 ， 
A= 妃 是 指 在 任何 真 值 指派 下 A 和 B 的 逻辑 取 值 都 相同 . 

基本 等 值 式 除 与 集合 运算 性 质 类 似 的 那些 外 , 特别 要 记 住 ， 

(1) ABB= -~ (A+~B). 

(2) A—>B= -AVB. 

(3) A2B=(A—>B) A (B—»>A). 

由 于 等 值 关 系 是 等 价 关 系 , 可 以 按 通常 方式 进行 等 值 演算 , 特别 在 等 值 演算 过 程 中 可 
以 使 用 “等 值 置换 定理 ”. 

理解 命题 公式 的 对 偶 式 , 了 解 对 偶 原理 : 设 A 和 B 是 命题 公式 , 若 A=B, 则 A* =B*. 

5, 命题 公式 的 范式 

由 于 等 值 关 系 是 等 价 关 系 , 需要 考虑 其 等 价 类 及 其 代表 元 . 命题 公式 的 范式 就 是 命题 
公式 的 标准 形式 或 规范 形式 (作为 代表 元 ), 要 求 能 熟练 得 出 给 定 命题 公式 的 范式 . 若 
A 二 A1V As V…V A,(n 宇 1) ,其 中 A;(1 过 i 过 nw) 是 由 命题 变 元 或 其 否定 组 成 的 合 取 式 ， 则 
称 A1V A; V…V A, 为 命题 公式 A 的 析 取 范式 ; 若 A 二 Al 人 A; 人 … 信 A,(n 宇 1), 其 中 
Ai(1 信 in) 是 由 命题 变 元 或 其 否定 组 成 的 析 取 式 , 则 称 A 人 A, 人 … 人 A, 为 命题 公式 
A 的 合 取 范式 . 

根据 命题 公式 中 所 有 命题 变 元 讨论 其 范式 就 得 到 命题 公式 的 主 范式 : 车 A 等 值 于 由 
A 中 所 有 命题 变 元 产生 的 若干 个 最 小 项 的 析 取 , 则 把 后 者 称 为 A 的 主 析 取 范式 ; 若 A 等 值 
于 由 A 中 所 有 命题 变 元 产生 的 若干 个 最 大 项 的 合 取 , 则 把 后 者 称 为 A 的 主 合 取 范式 . 

要 求 掌 握 利用 等 值 演算 法 和 真 值 表 法 求 出 命题 公式 的 范式 , 尤其 是 命题 公式 的 主 
范式 . 

6. 联结 词 集 合 的 功能 完备 性 

由 等 值 命题 公式 知道 ,1 元 逻辑 运算 和 2 元 逻辑 运算 的 个 数 共 9 个 .1 ,人 人, V )} 是 功能 
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完备 联结 词 集 , 进 而 {y }、{ 个 }、{ 一 ,人 }、{ 一 ,V} 和 {一 ,一 } 是 功能 完备 的 . 
7. 命题 逻辑 的 推理 
设 Hi, 昌 ;,… ,HH, 和 C 是 命题 公式 , 若 Hi ,日 ;,…,H, 全 为 真 ,可 得 出 C 必然 真 , 则 称 
由 Hi, 非 ;,…, 昌 , 得 出 C 的 推理 形式 是 有 效 的 , 记 为 Hi,H;,…,H,>C. Hi,H;,*…,H,> 
C 的 充 要 条 件 是 吾 ; A H; 人 … 人 入 H, 一 C 是 永 真 式 , 即 Hi 和 Hs 人 … 和 万 ,一 C. 
记 住 最 重要 的 基本 逻辑 蕴涵 式 : 
A V B, 了 A 二 B( 析 取 三 段 论 ). 
A 一 B,A 过 B( 假 言 推 理 ). 
A 一 B, 了 B= 二 -A( 拒 取 式 ). 
A 一 B,B 一 C=>A 一 C( 假 言 三 段 论 ). 
AV B,A 一 C,B 一 C=>C( 二 难 推理 ). 
在 进行 推理 时 , 采用 的 方法 是 构造 法 ,是 一 种 形式 证 明 方 法 一 一 只 在 符号 之 间 进 行 . 
需要 通过 一 些 训练 才能 熟练 掌握 . 同时 , 还 要 掌握 两 种 间接 的 构造 性 证 明 方 法 : (1) 反 证 
法 , (2)CP 规则 (条 件 证 明 规 则 ). 
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第 4 章 谓词 逻辑 


原子 命题 是 命题 逻辑 研究 的 基本 单位 , 没有 对 原子 命题 的 内 部 结构 及 其 逻辑 关系 进行 
讨论 . 在 实际 思维 中 , 仅 有 命题 逻辑 工具 是 不 够 的 . 例如 著名 的 苏 格 拉 底 (Socrates) 三 段 论 . 

大 前 提 : 所 有 的 人 都 是 要 死 的 . 

小 前 提 : 苏 格 拉 底 是 人 . 

结论 : 所 以 , 苏 格 拉 底 是 要 死 的 . 
这 个 推理 的 有 效 性 在 命题 逻辑 中 无 法 证 明 , 因 为 上 面 的 每 个 命题 都 是 原子 命题 ,可 以 分 别 用 
p,q,r 表示 ,然而 p,q 过 7r 在 命题 逻辑 中 是 无 效 推理 . 

之 所 以 出 现 这 种 推理 本 身 是 正确 的 ,但 无 法 证 明 其 有 效 性 的 问题 ,是 因为 没有 对 原子 命 
题 的 内 部 形式 结构 及 其 逻辑 关系 进行 讨论 ,这 正 是 谓词 逻辑 首先 要 研究 的 内 容 , 这 些 讨 论 涉 
及 集合 .映射 .运算 和 关系 . 

本 书 讨论 的 谓词 逻辑 又 称 为 一 阶 逻 辑 . 

利用 谓词 逻辑 建立 起 来 的 数据 库 设计 理论 ,具有 牢固 的 数学 基础 和 一 定 的 智能 特点 . 同 
时 ,现实 世界 中 的 任何 问题 只 要 能 用 谓词 逻辑 推理 系统 方式 表示 出 来 ,就 可 以 将 它 写成 逻辑 
程序 设计 (PROgramming in LOGic,PROLOG) 或 LISP 语言 ,并 用 计算 机 加 以 实现 ,如 机 器 
人 规划 问题 ,已 经 开发 出 的 一 些 智 能 教学 专家 系统 等 05 . 


4.1 个体、 谓词. 量词 和 函 词 


4.1.1 个 体 


下 面 4 个 命题 均 为 原子 命题 ; 

(1) 5 是 素数 ; 
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(3) 张 三 是 学 生 ; 

(4) 所 有 的 人 都 是 要 死 的 . 

上 面 出 现 的 5.3 和 2、 张 三 以 及 人 是 命题 分 别 考虑 的 对 象 , 称 为 个 体 . 命题 的 考虑 对 象 
称 为 个 体 (individual) , 它 是 独立 存在 的 事物 . 个 体 可 以 是 具体 的 ,如 5、3 和 2、 张 三 ,也 可 以 
是 抽象 的 ,如 人 等 . 

表示 特定 的 .具体 的 个 体 称 为 个 体 常量 (constant) ,用 wa,0,c,…,ap0ci,… 等 表示 ,如 
在 (2) 中 ,可 以 用 a: 3,6: 2, 也 可 以 直接 用 表示 该 个 体 常量 的 原 符号 表示 ,如 “3”“2”、“ 张 
三 ”等 . 不 确定 的 个 体 称 为 个 体 变 元 (variable) ,用 rz,y,z<,…,zriyyzi,… 表 示 . 

在 讨论 个 体 时 ,通常 要 指定 个 体 讨论 的 范围 , 称 为 个 体 域 (domain of individuals) 或 论 
域 (universe) ,用 DD 表示 ,一 般 假定 DD 非 空 . 如 同时 讨论 (1) 和 (2) 时 ,可 以 指定 个 体 域 为 正 
整数 集合 ,也 可 以 是 整数 集合 ,还 可 以 是 实数 集合 等 ,要 同时 讨论 (3) 和 (4) ,可 以 指定 个 体 域 
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为 所 有 人 组 成 的 集合 ,也 可 以 是 所 有 动物 组 成 的 集合 等 . 指定 个 体 域 D 后 ,所 涉及 的 个 体 变 
元 在 所 给 的 个 体 域 中 可 任意 取 元 素 . 

个 体 域 可 以 是 有 限 集合 ,可 以 是 无 限 集合 . 我们 把 世界 上 所 有 对 象 ,如 所 有 的 动物 .所 有 
植物 .所 有 字母 、 所 有 数字 等 组 成 的 集合 称 为 全 总 个 体 域 .简称 全 域 , 它 是 最 大 的 个 体 域 . 之 
所 以 要 给 出 这 样 的 个 体 域 ,是 因为 在 很 多 问题 讨论 时 都 没有 指定 个 体 域 ,这 时 就 在 全 总 个 体 
域 中 讨论 , 它 是 默认 的 个 体 域 . 


4.1.2 谓词 


(1) 中 “… 是 素数 ”, (3) 中 “… 是 学 生 ”, (4) 中 “… 是 要 死 的 ”是 表示 一 个 个 体 具有 的 性 
质 ,(2) 中 *… 大 于 …” 是 表示 两 个 个 体 之 间 的 关系 . 我 们 把 表示 个 体 性 质 以 及 个 体 之 间 关 系 
的 词 称 为 谓词 (predicate). 

表示 一 个 个 体 性 质 的 谓词 称 为 1 元 谓词 ,表示 nn 个 个 体 之 间 关 系 的 谓词 称 为 n 元 谓词 . 
一 般 用 大 写字 母 ,如 P,Q,R,… 等 表示 谓词 ,对 于 任意 的 元 谓词 ,为 了 把 谓词 及 其 元 数 同 
时 表示 出 来 , 像 表 示 n 元 函数 一 样 ,用 诸如 P(xzi ,zs，… ,zx,) 表 示 . 例如 ,用 P(x): zx 是 素数 ， 
S(zx): 工 是 学 生 ,D(x): z 是 要 死 的 ,G(z,y): z>y',RCz,y,z): 工 通过 > 和 > 等 . 

需要 说 明 的 是 ,对 于 ) 元 谓词 中 的 元 数 7 三 0, 若 2 一 0, 元 谓词 表示 命题 常量 1.0 或 命 
题 变 元 . 这 样 规定 的 目的 是 想 把 命题 逻辑 看 作 谓 词 逻 辑 的 特例 . 

对 于 】 元 谓词 PC(zi ,zz ,ze)(z 之 1), 当 个 体 变 元 zy,zaz，…zw 取 定 个 体 域 中 元 素 后 
就 是 一 个 命题 ,如 G(z,y): Zz 二 y, 它 是 关于 命题 的 郴 数 , 称 为 命题 函数 (propositional 
function). 显然 ,命题 函数 不 是 命题 . 

命题 函数 ,如 P(xzi,zxs，… ,zx,) 也 可 以 表示 为 PY zze…zn。 

注意 ”谓词 的 选取 与 个 体 域 有 关 . 例如 ,对 于 命题 “所 有 人 都 是 要 死 的 ”, 若 在 所 有 人 组 
成 的 个 体 域 DD 中 考虑 ,只 需 一 个 谓词 D(x): x 是 要 死 的 ;车 在 全 域 中 考虑 ,需要 两 个 谓词 
P(x): x 是 人 ,D(x): x 是 要 死 的 ,其 中 P(x) 称 为 特性 谓词 ,使 用 这 个 特性 谓词 是 将 “人 ”从 
全 域 中 分 离 出 来 . 


4.1.3 量词 


1. 量词 的 概念 

对 于 命题 函数 ,如 P(z): z 是 素数 ,在 个 体 域 D 为 自然 数 集合 N 时 ,对 于 > 的 每 一 个 
取 值 ,就 得 到 一 个 命题 . 使 PCz) 成 为 命题 的 另 一 种 方法 是 ,量化 个 体 变 元 x. 常 使 用 的 方法 
有 两 种 : 全 称 量化 和 存在 量化 .如 D 中 任意 xz 有 P(z), 即 “任意 自然 数 是 素数 ”,D 中 存在 
工 有 P(z), 即 “有 些 自然 数 是 素数 ,它们 都 是 命题 了 . 

把 表示 个 体 数量 特征 的 词 称 为 量词 (quantifier) ,常用 的 量词 有 : 全 称 量词 V (universal 
quantifier) 和 存在 量词 3 (existential quantifier). 全 称 量词 Y 相当 于 “任意 ”“ 全 部 ”“ 所 
有 ”每 一 个 ”一切 "等 ,存在 量词 了 相当 于 有些 "…“ 某 此 "“ 有 的 "存在 "至 少 有 一 个 ” 
等 . 本 书 不 涉及 存在 唯一 量词 3 !. 

现在 的 量化 仅 对 个 体 进行 ,不 对 谓词 进行 ,因而 称 为 一 阶 谓词 逻辑 . 

2. 量词 的 使 用 

首先 注意 ,量词 单独 使 用 是 没有 意义 的 ,量词 的 后 面 一 定 要 跟 个 体 变 元 ,如 Vz, Vy,…， 
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了 z, 3y,…:, 所 以 我 们 总 是 不 区 分 V 与 Vz, 3 与 3z, Vz 或 3z 是 一 个 整体 . 量词 后 面 所 跟 的 
个 体 变 元 称 为 指导 变 元 . 例如 ， 

VzP(Cz): 任意 元 素 工 都 具有 性 质 己 ; 

3zP(Cz): 存在 元 素 x 具有 人 性质 己 ; 

Vr yyG(Czyy): 对 于 任意 元 素 x 和 yy 都 具有 关系 G; 

Vz 3yG(z,y): 对 于 任意 元 素 工 ,存在 元 素 >,z 和 >y 有 关系 G; 

3xVyG(x，,y): 存在 元 素 z, 对 于 任意 元 素 y,x 和 > 有 关系 G; 

3z3yGCz,y): 存在 元 素 x 和 y 有 关系 G. 

若 将 命题 函数 中 的 所 有 个 体 变 元 都 进行 了 量化 , 则 得 到 一 个 命题 ,否则 不 是 命题 . 如 
VzG(Cz,y) 表 示 对 于 任意 元 素 x 和 元 素 y,x 和 > 有 关系 G, 由 于 元 素 y 可 以 是 任意 指定 的 
个 体 , VzGCz,y) 是 一 个 与 y 有 关 的 命题 函数 . 

3. 量词 与 个 体 域 

量词 是 对 个 体 变 元 进行 量化 ,所 给 的 个 体 域 D 至 关 重 要 . 同一 个 带 量词 的 命题 ,如 
Vz3gyGGzyy), 而 GCz,y): zy, 则 在 自然 数 集合 N 中, Vz 3yG(x,y) 表 示 没 有 最 小 的 自 
然 数 ,是 假 命题 ,而 在 整数 集合 Z 中 , Yz 3yG(Cz,y) 表 示 没 有 最 小 的 整数 ,是 真 命 题 . 

可 以 按 个 体 域 D=N,P(zx): x 是 素数 ,G(x,y): z 二 ,去 理解 上 小 节 关 于 量词 的 使 用 ， 
特别 是 多 重量 词 的 使 用 . 

前 面 已 经 说 明 ,全 域 D 是 默认 个 体 域 . 对 于 给 定 的 个 体 域 D, 请 注意 区 分 下 列表 达 式 的 
不 同 含义 : 

(1) VzP(z) 表 示 任 意 D 中 元 素 x 具有 性 质 P. YrP(x) 是 命题 , 当 DD 中 任意 元 素 x 都 
具有 性 质 P 时 是 真 命题 ,否则 是 假 命题 . 

(2) P(x) 表 示 D 中 元 素 x 具有 性 质 P. P(x) 是 命题 函数 . 

(3) 3zxP(x) 断 定 至 少 存在 D 中 一 个 个 体 zx 具有 性 质 忆 ,至 于 是 哪 一 个 个 体 没 有 给 出 . 
3zP(z) 是 命题 , 若 D 中 至 少 有 一 个 个 体 具 有 人 性质 已 时 是 真 命题 ,否则 是 假 命题 . 

(4) P(a) 表 示 D 中 个 体 常 量 具有 性 质 P. P(a) 断 定 元 素 a 具有 性 质 P,P(a) 是 命题 ， 
其 真 假 值 由 元 素 a 决定 . 显然 ,P(a) 真 则 3zP(z) 真 ,但 3zP(Cz) 真 不 能 得 出 P(a) 真 . 

4. 量词 的 辖 域 .约束 变 元 与 自由 变 元 

若 令 P(x): + 是 人 ,D(x): xz 是 要 死 的 , 则 “所 有 的 人 都 是 要 死 的 ”可 以 表示 为 
Vz(P(zx) 一 D(z)), 这 时 Vz 的 作用 或 管辖 范围 为 P(x) 一 D(z), 其 中 两 次 出 现 的 x 是 约束 
变 元 . 

若 令 Q(z): x 是 有 理 数 ,R(z): zx 是 实数 , 则 “有 些 实 数 是 有 理 数 ”可 以 表示 为 
3zx(R(zx) 和 Q(z)), 这 时 3x 的 作用 或 管辖 范围 为 R(x) AQ(Cz) ,其 中 两 次 出 现 的 zx 是 约束 
变 元 . 

量词 Vz 或 3z 的 作用 或 管辖 的 范围 称 为 Vz 或 3z 的 作用 域 或 辖 域 (scope) , 辖 域内 的 
个 体 变 元 x 称 为 约束 变 元 (bound variable). 若 量词 后 有 括号 , 则 括号 里 面 的 部 分 是 其 辖 域 . 
例如 在 Yr(P(x) 习 D(z)) 中 P(r) 一 D(z) 是 Vz 的 辖 域 ,两 次 出 现 的 zx 是 约束 变 元 ; 若 没 有 
括号 , 则 与 量词 相 邻 的 部 分 是 辖 域 . 如 3zP(z) 中 3z 的 辖 域 是 PCz),P(Cz) 中 的 是 约束 变 
元 . 特别 注意 ,在 Vz3yGCz,y) 中 , 3y 的 辖 域 是 GCz,y) ,而 Vz 的 辖 域 是 了 3yCCzyy). 

不 受 任 何 量词 约束 的 变 元 称 为 自由 变 元 (free variable). 例如 VzG(Cz,y) 中 的 >y, 它 不 受 
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Vz 的 约束 ,这 时 GCz,y) 中 的 > 是 自由 变 元 . 

请 自己 分 析 3 了 3zGRCz) AQCz)) 与 了 3zRCz) 人 Q(x) 的 不 同 之 处 . 

5. 约束 变 元 与 自由 变 元 的 改名 (rename) 

对 于 第 4.1. 2 小 节 中 的 “所 有 人 都 是 要 死 的 ”, 也 可 以 VyCP(y) 一 D(y)) ,或 Yz(P(Cz) 一 
D(z)), 这 说 明 可 以 对 约束 变 元 改名 . 同样 可 以 对 自由 变 元 改名 ,如 YzGCz,y) 中 GCz,y) 里 
出 现 的 y 可 以 改 成 x,w,t 等 ,就 是 不 能 改 成 zx, 否则 自由 变 元 改 成 了 约束 变 元 ,又 如 3xR 
(xz) Q(z) 中 在 Q(x) 里 面 出 现 的 zx 可 以 改 成 y,z 等 . 


这 与 定 积分 与 积分 变量 无 关 是 类 似 的 ， | Jodz=| fdy. 


之 所 以 要 改名 ,一 是 为 了 避免 同一 个 个 体 变 元 既是 约束 的 又 是 自由 的 ;二 是 为 了 方便 后 
面 计算 谓词 公式 的 范式 . 

注意 ”在 对 个 体 变 元 改名 时 ，@ 将 量词 辖 域 中 某 约 束 变 元 及 相应 的 指导 变 元 改 成 本 辖 
域 中 未 曾 出 现 过 的 (约束 或 自由 ) 个 体 变 元 ,其 他 个 体 变 元 不 变 ; @@ 某 自由 变 元 全 部 改 成 同 
一 个 与 出 现 的 其 他 所 有 个 体 变 元 不 同 的 个 体 变 元 . 


4.1.4 函 词 


要 把 如 * 张 三 的 父亲 “两 个 数 的 平方 和 ”等 表示 出 来 ,就 要 用 函数 ,在 谓词 逮 辑 中 习惯 
称 为 函 词 (function). 

设 个 体 域 DD 为 所 有 人 组 成 的 集合 ,f(x): zz 的 父亲 , 则 ff 是 D 上 ( 即 D 到 DD) 的 1 元 函 
数 . 令 了 = R,f(z,y)=z? 十 y, 则 了 是 D 上 ( 即 D? 到 了 ) 的 2 元 函数 . 


习 题 4.1 


1. 对 于 命题 “3 是 素数 ”, 列 举 出 3 个 个 体 域 . 

2. 分 别 在 整数 集合 Z 和 实数 集合 R 中 ,确定 命题 “所 有 整数 是 有 理 数 ”中 的 谓词 . 

3. 找 出 下 列 原子 命题 中 的 个 体 常 量 .谓词 .量词 及 函 词 ,并 用 符号 分 别 表示 出 来 . 

(1) 小 赵 是 工人 . 

(2) 张 三 的 父亲 是 李 四 . 

(3) 一 3 是 有 理 数 . 

(4) 米 卢 喜 欢 踢 足 球 . 

(5) 所 有 有 理 数 是 实数 . 

(6) 有 些 实数 是 有 理 数 . 

(7) 北京 举办 2008 年 奥运 会 . 

(8) 每 个 人 都 要 锻炼 身体 . 

4. 用 下 (z,y): 工 选修 y, 其 中 z 所 在 个 体 域 为 班 上 全 体 同 学 组 成 的 集合 ,> 所 在 个 体 
域 为 所 有 开设 的 计算 机 课程 组 成 的 集合 ,用 命题 分 别 表示 : 


C1) Vz JyE(z,y)s (2) Vr VyE(zx,y); 
(9) 923vE(zr ms (4) dz VyE(z,y); 
(5) Vy JzE(z,y)s (6) VyVzrE(zr,y); 


(7) 习 y 了 3zPE(Czyy)5 (8) JyVzE(zx,y). 

5. 分 别 指出 下 列 各 式 中 各 量词 的 辖 域 及 个 体 变 元 的 约束 情况 . 
Cy MeCP(r) VyRO DD QC): 

(2) Vz jy(P(z3y) 人 QGyyz)) 人 3 了 2zPCzyy). 

(3) Vz(P(z)A3zQCz))V(CVzPCz) 一 QCz)). 

(4) VrzVy(RCziy)VIL(zy)) 人 3zSCzyy)。 

6. 对 3zP(Cz)A3zQ(Cz) 中 3zQ(z) 的 约束 变 元 工 改 名 . 

7. 对 VzCP(z,y)A3ayQCz,y)) 中 的 自由 变 元 y 改名 . 


4.2 谓词 公式 及 命题 的 符号 化 


4.2.1 谓词 公式 


谓词 公式 (predicate formula) 简 称 公式 , 同 命题 公式 一 样 采 用 的 是 递归 定义 . 通过 例子 
给 出 谓词 公式 的 定义 . 
1. 对 应 任意 自然 数 n,n 元 谓词 P 和 n 个 任意 个 体 t .ti,… ,ts,P(h ,ti,…,t,) 是 谓词 
公式 
n 个 任意 个 体 t1 ,ts，…,t, 是 指 1;(1 声 in) 可 以 是 个 体 常量 、 个 体 变 元 ,也 可 以 是 用 函 
词 表 示 的 个 体 常 量 或 个 体 变 元 ,这 些 t;(1 志 i 过 n) 称 为 项 (term). 
若 ?一 0,P(Ga ,ts，…,t,) 表 示 个 体 常 量 1.0 或 命题 变 元 . 
用 p: 3>2;OCz):x 是 年 老 的 ;G(Cz,y): z>>y;TCFCz),y): 工 的 父亲 是 y;ECoyy); 
a 二 y 等 ,这 时 p,O(z) ,G(x,y) ,I(f(z),y) ,Ela,y) 都 是 谓词 公式 . 
2. 若 4 是 谓词 公式 , 则 一 A 是 谓词 公式 
用 a:; 小 赵 ,W(z): x 是 工人 , 则 “小 赵 不 是 工人 ”表示 为 -Wl(a) ,一 W(a) 是 谓词 公式 . 
用 P(x): xz 是 素数 , 则 一 P(x) 是 谓词 公式 . 
3. 若 A 和 B 是 谓词 公式 , 则 A * B 是 谓词 公式 ,其 中 * 是 2 元 逻辑 联结 词 
以 Q(z): 并 是 有 理 数 ,RCz): 工 是 实数 , 则 RG(z) 和 Q(z) ,Q(z) 习 R(x) 等 是 谓词 公式 . 
以 B(x): xz 是 男生 ,G(x): x 是 女生 , 则 B(x) 外 G(xz) 是 谓词 公式 . 
4. 若 4 是 谓词 公式 , 则 Yx4, 3x4 是 谓词 公式 
例如 ,Q(x): z 是 有 理 数 ,R(z): 是 实数 , 则 3 了 zGCRCz) 人 Q(z)) ,Yr(Q(z) 一 R(x)) 等 
是 谓词 公式 . 
若 G(z,y): xz>y, 则 3 了 JyGCz,y) 及 Vz3yGCz,y) 等 是 谓词 公式 . 
S$. 有 限 次 使 用 上 面 的 1. 一 4. 得 到 的 符号 串 是 仅 有 的 谓词 公式 
显然 ,一 VzCRCz) 一 QC)),YVzyyCPCz,y) 人 AQCy,=)) 人 3xP(y,x) 等 是 谓词 公式 . 
跟 命 题 公式 的 理解 一 样 ,只 要 是 书写 正确 、 意 义 清楚 的 符号 串 或 表达 式 是 谓词 公式 . 由 
F 在 (1) 中 规定 了 命题 常量 和 命题 变 元 是 谓词 公式 ,所 以 命题 公式 是 谓词 公式 . 
通常 ,将 不 含 自由 变 元 的 谓词 公式 称 为 闭 (closed) 公 式 ,否则 称 为 开 (open) 公 式 . 


4.2.2 命题 的 符号 化 


与 命题 逻辑 中 命题 的 符号 化 不 同 ,我 们 是 在 谓词 逻辑 或 一 阶 逻辑 中 将 命题 符号 化 , 它 要 
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求 必须 使 用 谓词 . 

在 谓词 逻辑 中 将 命题 符号 化 ,首先 找 出 所 给 命题 中 的 所 有 个 体 常量 ,并 用 a,6,c,… ,ai， 
bci,… 表 示 ; 其 次 是 确定 在 给 定 个 体 域 中 应 该 选用 的 所 有 谓词 ,特别 注意 特性 谓词 的 选取 ; 
再 其 次 是 确定 量词 ;再 次 确定 函 词 ;最 后 通过 找 出 联结 词 ,将 所 给 命题 符号 化 . 

在 谓词 逻辑 中 将 命题 符号 化 是 本 章 重点 内 容 之 一 ,这 种 形式 化 方法 和 技巧 在 软件 测试 、 
软件 工程 及 软件 理论 等 研究 中 是 至 关 重要 的 . 

再 看 下 面 的 例子 . 

【 例 4-1】 在 谓词 逻辑 中 ,将 下 列 命题 符号 化 . 

(1) 小 孙 选 修 模 糊 数 学 或 人 工 智能 课程 . 

(2) 米 卢 教练 是 年 老 的 但 是 健壮 的 . 

解 (1) 用 a: 小 孙 ,F(x): xz 选修 模糊 数学 ,A(x): x 选修 人 工 智 能 , 则 原 命题 符号 化 
为 F(a)V Ala). 

(2) 用 0: 米 卢 ,O(z): 工 是 年 老 的 ,SCz): 工 是 健壮 的 , 则 原 命题 符号 化 为 O(0) 人 SC(0). 

【 例 4-2】 在 谓词 逻辑 中 ,将 下 列 命题 符号 化 . 

(1) 所 有 有 理 数 是 实数 . 

(2) 有 些 实数 是 有 理 数 . 

解 令 RCz): 工 是 实数 ,QCz): 工 是 有 理 数 , 则 

(1) YVz(QCz) 一 RCz)). 

(2) 3z(RCz) AQ(Cz)). 

注意 在 命题 符号 化 而 不 是 一 般 地 讨论 谓词 公式 时 ,(1) 不 能 符号 化 为 Yr(Q(x) 人 
R(x));(2) 不 能 符号 化 为 3z(RCz) 一 QCz)), 只 要 把 谓词 公式 VrCQCz) 人 R(x)) 和 
x(R(x) 一 Q(x)) 表 示 的 意义 用 文字 表达 出 来 就 明显 了 . 

【 例 4-3】 在 谓词 逻辑 中 ,将 下 列 命题 符号 化 . 

(1) 每 个 人 都 有 自己 的 爱好 . 

(2) 有 的 整数 不 是 自然 数 . 

解 (1) 用 P(x): zx 是 人 ,H(z): x 有 自己 的 爱好 , 则 原 命题 符号 化 为 

Vz(P(zx) — H(z)) 
(2) 用 NGCz): 工 是 自然 数 ,Z(z): x 是 整数 , 则 原 命题 符号 化 为 
IzZE) AN NGz)) 

【 例 4-4】 在 谓词 逻辑 中 ,将 下 列 命题 符号 化 . 

(1) 没有 一 个 自然 数 大 于 等 于 任意 自然 数 . 

(2) 存在 唯一 的 偶 素 数 . 

解 (1) 用 N(x): 工 是 自然 数 ,G(z,y): z 宇 y: 则 原 命题 符号 化 为 

IzCN(z) A Vy(N(y) 一 GCzyy))) 
(2) 用 E(x): xz 是 偶数 ,P(xz): xz 是 素数 ,I(z,y): z= 二 y, 则 原 命 题 符号 化 为 
IzE(xz) MN P(rz) A VyCE(Y) A P(y) = I(z,y))) 
【 例 4-5】 在 谓词 逻辑 中 ,将 命题 “经 过 两 个 不 同 的 点 有 且 仅 有 一 条 直线 ”符号 化 . 
解 用 P(r): 工 是 点 ,L(x): x 是 线 ,E(x,y): xX 二 y,;R(zx,y,z): zz 通过 x 和 y, 则 原 命 
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题 符 号 化 为 
电站 人 人 二 要 全 了) 
A Vw(l(L(w) A R(zr,y,w) > E(z,w)))) 

【 例 4-6】 在 谓词 逻辑 中 ,将 下 列 命题 符号 化 . 

(1) 没有 最 大 的 素数 . 

(2) 并 非 所 有 的 素数 都 不 是 偶数 . 

(3) 任意 大 于 4 的 偶数 都 是 两 个 奇 素数 之 和 (这 是 著名 的 哥 德 巴赫 猜想 : 1 十 1 = 2). 

解 用 PCz): z 是 素数 ,BE(z): z 是 偶数 ,O(z): z 是 奇数 ,G(zyy): z>y,FCz): zx 之 
4,FCzy) 王 zy,TCzy): xx 一 y, 则 : 

Ch wR A VyOPOD NN Tw G9); 

C2 ~ Vo PR) "Er: 

(3) VYz(F(z) 人 ECz) 一 3y3z(OCy) AO(z) AP(y) 人 APCz) AIC(zrsf (ysz)))). 

【 例 4-7】 在 谓词 逻辑 中 ,将 下 列 命题 符号 化 . 

(1) 只 有 总 经 理 才 有 秘书 . 

(2) 任何 驯服 的 马 都 受过 良好 训练 . 

解 (1) 用 M(x): x 是 总 经 理 ,S(x): x 有 秘书 , 则 原 命题 符号 化 为 

Vz(S(z) — M(xz)) 
(2) 用 五 (z): 工 是 马 ,TCz): 工 是 驯服 的 ,W(z): 工 受过 良好 训练 , 则 原 命 题 符号 化 为 
VC A T(2) = W(E)) 

注意 命题 的 符号 化 是 没有 止境 的 . 例如 在 例 4-7(1) 中 ,还 可 以 对 “总 经 理 ”“ 秘 书 ” 等 

进一步 符号 化 . 只 做 到 能 表明 命题 的 意思 ,满足 后 面 对 推 理 有 效 性 讨论 要 求 就 可 以 了 . 


习 题 4.2 


1. 在 谓词 逻辑 中 符号 化 下 列 命题 . 
(1) 小 李 不 是 学 生 , 是 老师 . 
(2) 人 人 都 会 犯错 误 . 
(3) 有 些 大 学 生 是 体育 爱好 者 . 
(4) 凡是 老虎 都 是 要 吃 人 的 . 
(5) 不 可 能 每 位 研究 生 都 是 科研 人 才 . 
(6) 任意 整数 不 是 偶数 就 是 奇数 . 
(7) 每 一 个 大 学 生 都 钦佩 某 位 老师 . 
(8) 有 些 大 学 生 不 喜欢 《超级 女声 》. 
(9) 姚明 是 NBA 球员 ,杨利伟 去 过 太空 . 
(10) 不 管 黑 猫 白 猫 , 抓 住 老 鼠 就 是 好 猎 . 
2. 在 谓词 逻辑 中 符号 化 下 列 命题 . 
(1) 每 个 人 都 是 专家 且 是 教师 . 
(2) 有 些 人 是 青年 人 . 
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(3) 有 些 人 是 青年 专家 . 

3. 在 谓词 逻辑 中 符号 化 下 列 命题 
(1) 自然 数 都 是 整数 

(2) 整数 都 是 有 理 数 . 

(3) 有 的 整数 不 是 自然 数 

(4) 有 的 有 理 数 不 是 整数 


(5) 自然 数 都 是 有 理 数 并 且 存在 既 不 是 自然 数 又 不 是 整数 的 有 理 数 . 
4. 假定 个 体 域 为 所 有 人 组 成 的 集合 ,在 谓词 逻辑 中 符号 化 下 列 命题 . 


(1) 每 个 喜欢 步行 的 人 都 不 喜欢 坐车 
(2) 每 个 人 或 者 喜欢 骑 自 行车 或 者 喜欢 坐车 . 
(3) 并 非 每 个 人 都 喜欢 骑 自行 车 . 
(4) 有 些 人 不 喜欢 步行 . 

5. 在 谓词 逻辑 中 符号 化 下 列 命题 
(1) 所 有 牛 都 有 角 

(2) 有 些 动 物 是 牛 . 

(3) 有 些 动物 有 和 角 . 

6. 在 谓词 逻辑 中 符号 化 下 列 命题 
(1) 鸟 会 飞 . 

(2) 猴子 不 会 飞 . 

(3) 猴子 不 是 鸟 . 


7. 假定 个 体 域 为 所 有 人 组 成 的 集合 ,在 谓词 逻辑 中 符号 化 下 列 命题 . 


(1) 每 个 学 生 或 是 勤奋 的 或 是 聪明 的 . 
(2) 所 有 勤奋 的 人 都 会 有 所 作为 . 

(3) 并 非 每 个 学 生 都 有 所 作为 . 

(4) 有 些 学 生 是 聪明 的 . 

8. 在 谓词 逻辑 中 符号 化 下 列 命题 

(1) 桌 上 的 每 本 书 都 是 杰作 

(2) 写 出 杰作 的 人 都 是 天 才 . 

(3) 某 个 不 出 名 的 人 写 了 桌 上 的 某 本 书 . 
(4) 某 个 不 出 名 的 人 是 天 才 . 

9. 在 谓词 逻辑 中 符号 化 下 列 命题 

(1) 兔子 比 乌 龟 跑 得 快 . 

(2) 有 的 兔子 比 所 有 乌龟 跑 得 快 

(3) 并 不 是 所 有 人 兔子 都 比 乌 龟 跑 得 快 . 
(4) 没有 跑 得 同样 快 的 两 只 兔子 . 

10. 使 用 谓词 将 “金子 是 闪光 的 ,但 闪光 的 未 必 是 金子 ”符号 化 
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4.3 谓词 公式 的 解释 及 类 型 


4.3.1 谓词 公式 的 解释 


谓词 公式 的 取 值 (1 或 0) ,取决 于 对 其 进行 的 解释 或 赋值 , 它 类 似 于 对 命题 公式 的 指派 ， 
其 重要 性 是 显而易见 的 . 但 与 命题 公式 不 同 的 是 ,谓词 公式 的 解释 有 无 限 多 种 ,每 种 解释 
(interpretation)T 由 下 面 5 部 分 组 成 ,结合 谓词 公式 Vz(CP(Cz) 人 3yQ(f(zx,y),a)) 和 Ar 进行 
说 明 . 

(1) 指定 个 体 域 D. 

个 体 域 D 可 以 是 有 限 集合 ,也 可 以 是 无 限 集合 . 为 了 方便 , 取 D={1,2). 

(2) 对 于 谓词 公式 中 的 命题 变 元 指派 其 真 值 . 

在 谓词 公式 VzCP(z) 人 3yQ(CFGzyy),a)) 人 Ar 中 ,是 命题 变 元 ,可 取 ~ 一 1. 

(3) 对 于 谓词 公式 中 的 个 体 常量 及 其 自由 变 元 解释 为 指定 个 体 域 D 中 的 元 素 . 


谓词 公式 中 的 个 体 常量 为 a, 应 解释 为 D 中 某 个 体 ， 如 分 , 它 表 示 4 取 中 元 素 2; 对 
于 公式 中 的 自由 变 元 x, 它 可 以 在 DD 中 任意 取 值 ,但 对 它 进行 解释 时 ,还 得 要 任意 指定 DD 中 
一 个 元 素 , 如 方 . 


(4) 对 于 谓词 公式 中 的 函 词 解释 为 D 上 的 函数 . 

在 谓词 公式 Vx(P(z) 人 3yQ(f(z,y),a)) Ar 中 ,f 是 一 个 2 元 函 词 ,可 以 将 解释 为 
如 下 的 D 上 的 2 元 函数 : 

f(D =2, f(s2)=1, f(2,1) = 1, f(2,2) = 2, 

也 可 以 写成 1 了 ,Ad :2 72 ,2.2 这 种 形式 . 

(5) 对 于 谓词 公式 中 的 谓词 解释 为 D 上 的 谓词 . 

在 谓词 公式 Vz(P(z) 人 3yQ(f(zr,y).,a)) Ar 中,P 是 1 元 谓词 ,Q 是 2 元 谓词 ,对 谓 
词 进行 解释 ,有 两 种 方式 : 

Q@ 根据 谓词 定义 ,可 以 将 PP 解释 为 P(x): xz 是 素数 ,将 QQ 解释 为 Q(x,y): xy. 


@ 根据 命题 函数 的 定义 ,2 ,区 29 9 于 QQ 2. 


上 述 两 种 对 谓词 的 解释 方式 中 ,@ 是 相同 的 . 
谓词 公式 在 任何 解释 工 下 都 会 取得 一 个 真 值 . 在 求 其 真 值 之 前 ,再 回忆 一 下 ,4. 1 节 在 
给 定 个 体 域 D 后 关于 VzP(z) 和 3zP(z) 的 理解 .实际 上 , 若 D 为 有 限 集合 : D= {di， 
ds，,… ,da) ,请 记 住 下 面 两 个 消去 量词 的 逻辑 等 值 式 : 
VzP(z) = P(di) A P(d;) A MPld,) 
39xPlz) = P(AYV Pd) V iV Pds) 


VCP A IyQF Ra Ar= VP N IIQCF RDN 1 
=—VeP( NA = Vd C2 
wm 2 


一 Vz(QCrGz,1),2)VQCFCz,2),2)) 
= 
= VQ 2 TAQ VQ 2 
=(0V0)A (0V0)=0 
再 看 一 个 例子 . 
【 例 4-8】 求 下 列 两 个 谓词 公式 . 
(1) Yr(A(z) VB(z)); 
(2) VxrA(x)V VrB(z). 
在 给 定 解释 T: D==Z,A(zx): x 是 偶数 ,B(x): zx 是 奇数 下 的 真 值 . 
解 (1) 在 所 给 解释 1 下 , Yr(A(x)V B(x)) 表 示 “ 任 意 整 数 是 偶数 或 奇数 ”是 真 命题 . 
(2) 在 所 给 解释 I 下 , YrzA(zx) 表 示 “ 任 意 整 数 是 偶数 ”是 假 命 题 , YrB(x) 表 示 “ 任 意 整 
数 是 奇数 "是 假 命题 ,于 是 VzA(Cz) V YrB(zx) 在 所 给 解释 I 下 取 假 . 


4.3.2 谓词 公式 的 类 型 


【定义 4-1】 在 任何 解释 下 均 为 真 的 谓词 公式 称 为 永 真 式 或 有 效 式 (valid). 

下 面 的 例子 说 明 ,在 谓词 逻辑 中 是 如 何 证 明 一 个 公式 是 永 真 式 的 . 

【 例 4-9】 证 明 谓词 公式 VzA(Cz) 一 A(0) 永 真 . 

证 任意 给 定 个 体 域 D 上 的 解释 工 ,假定 VzA(z) 在 该 解释 下 取 1, 则 对 于 任意 dED， 
A(d) 取 1, 于 是 A(z) 为 1, 

【 例 4-10】 证 明 谓词 公式 YrA(z)V VxB(x) 一 Yr(A(r)V B(xz)) 永 真 . 

证 任意 给 定 个 体 域 D 上 的 解释 了 ,假定 VrzA(z)V YrzB(z) 在 该 解释 下 取 1, 则 
VzA(z) 或 VYzB(Cz) 取 1, 这 时 Yzr(A(Cz)VB(Cz)) 取 1, 因此 VzA(Cz)V VzB(Cz) 一 Vr(ACz) 
VB(z)) 永 真 . 

【 例 4-11】 证 明 谓词 公式 3z VyA(Cz,y) 一 yy3zACzyy) 永 真 . 

证 任意 给 定 个 体 域 D 上 的 解释 了 ,假定 3x VyA(zx,y) 在 该 解释 下 取 1, 则 存在 do E 
D, 对 于 任意 dED, 有 A(do,d) 为 1, 所 以 Vy3xA(z,y) 为 1. 

对 于 命题 逮 辑 中 的 任何 永 真 式 , 如 (2~~qg) 人 pq, 分 别 用 任意 谓词 公式 A,B 去 全 部 蔡 
换 命题 变 元 p ,gq 所 得 到 的 谓词 公式 , (A 一 B) 人 A 一 B 是 永 真 式 . 这 一 点 是 显然 的 . 

【定义 4-2】 至 少 存在 一 种 解释 使 其 为 1 的 谓词 公式 称 为 可 满足 式 (satisfactable 
formula) ,否则 称 为 不 可 满足 式 或 矛盾 式 或 永 假 式 (contradiction). 既 存在 取 1 的 解释 ,又 存 
在 取 0 的 解释 的 谓词 公式 称 为 中 性 式 或 偶然 式 (contingency). 

1936 年 丘 奇 (Church) 和 图 灵 (Turing) 分 别 独立 证 明了 : 中 性 谓词 公式 无 法 在 有 限 步 
内 判定 : 永 真 (或 永 假 ) 谓 词 公式 可 在 有 限 步 内 判定 . 


习 题 4.3 


1. 设 个 体 域 D={a,o,c} ,消去 下 列 谓词 公式 中 的 量词 . 
Cy VePUlzy A 32Q(7). 
(2) VzCP(Cz) 一 了 3yQCy)). 
“ LT27 省 


(3) Vz 3yRCzyy). 
(4) 3yVzRCzyy). 
2. 对 于 以 下 谓词 公式 的 解释 . 
个 体 域 D={1,2}. 


个 体 兴 量 .也 忆 

个 体 常 量 : 工 , 亏 . 

函 词 f; OD £2, 

a Pl POLS2Y PCO251Y Pl252) 
谓词 P: 1 ， 1 0 一 0 


分 别 求 下 列 谓词 公式 在 上 述 解 释 下 的 真 值 . 

CI PO UY) MPEP bY: 

(2) dy VzP(y,z). 

Cay VE TP (I EP). 

3. 求 下 列 两 个 谓词 公式 .在 给 定 解释 T: D=Z,A(z): 工 是 偶数 ,B(z): x 是 奇数 下 的 
真 值 . 

《CAKz NB(z)D. 

2 人 0) 

4. 设 个 体 域 D=Z, 定 义 如 下 谓词 NCz): x 是 正 整 数 ,P(z): x 是 素数 ,E(x,y): 
ZX 三 y,L(z,y): 7z<y,DCz,y): zly, 判 断 下 列 谓词 公式 在 上 述 解 释 下 的 真 值 . 

CI) WCGPGCD 一 aiCPGED 人 五 (人 DO 

《2 VCPCDMYGPC NDCys rm) "Dy 

(3) VzCN(z)—> 3y dz(P(y) AP(z) AN ECysz) ND(ysz) 人 站 (zsz)7D， 

(4) IzCP(z) MN Vy CPOWNIP EC(zs y=>L(ys2)), 

5. 分 别 找 出 使 下 列 谓词 公式 取 1 的 解释 . 

Cy We 3y(PCF mrs a Pr), 

(2) JzQ(g(z)) A VyPl(zsy). 

6. 分 别 找 出 使 下 列 谓词 公式 取 0 的 解释 . 

(1) VzA(Cz,z) 一 了 yyVrzACzyy). 

(2)(3zP(z) 一 yyQGy)7) 人 3yQCy) 一 3zP(z)， 

7. 证 明 谓词 公式 3z(A(Cz) VB(Czr)) 一 3zA(Cr)V 3xB(zx) 永 真 . 

8. 证 明 下 列 谓词 公式 永 真 . 

(1) VzA(Cz) 一 了 3zA(Cz). 

(2) Vz VyA(z,y)> Vr dyAl(zr,y). 

(3) Vz dyA(zsy)™> dz dyA(z,y). 

9. 设 个 体 域 D=={a,0) .构造 使 Yr(A(zr) 一 B(z)) 呈 (IrA(r) 一 YrB(z)) 为 0 的 解释 . 

10. 给 出 使 以 下 谓词 公式 为 1 和 为 0 的 解释 . 

(1) dzrA(z)—> YrA(z). 

C2) VE 1 ACEITIN Vi yACzsy) AN Vi Vy VECA(CTs 3) NA(yy ZAC Ee) 
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11. 给 出 使 以 下 谓词 公式 为 1 和 为 0 的 解释 . 
(1) IzA(z) >=A(D); 

(2) Vz Vy(A(z,y) >A(y,7)), 

12. 给 出 使 以 下 谓词 公式 为 1 和 为 0 的 解释 . 
CL) 过 (BO 从 人 CO 站 

(2) Vz VyC(A(zsy) > "A(y,7z)). 


= 


4.4 逻辑 等 值 的 谓词 公式 


4.4.1 谓词 公式 等 值 的 定义 


与 两 个 命题 公式 等 值 完全 类 似 ,有 

【定义 4-3】 设 A,B 是 谓词 公式 , 若 A 和 B 在 任何 解释 下 的 取 值 都 相同 , 则 称 A 和 
B 是 逻辑 等 值 的 , 记 为 A=B. 

显然 ,A 二 B 的 充 要 条 件 是 谓词 公式 AB 永 真 . 

根据 命题 逻辑 中 的 等 值 式 容易 得 到 一 些 谓词 逻辑 中 的 等 值 式 . 例如 ,对 于 命题 变 元 p， 
gq, 有 pq 二 了 pVg; 因 为 (pg) 呈 ( 了 pVg) 永 真 ,所 以 对 于 谓词 公式 A 和 B, 有 (A 一 B)= 
(了 AVB), 进 而 有 A 一 B= 一 AV B. 照 这 种 方式 ,可 以 得 到 很 多 谓词 多 辑 中 的 等 值 式 , 参 见 
3.4 节 定理 3-5 和 定理 3-6 或 3.7 节 表 3-24. 


4.4.2 基本 等 值 式 


下 面 10 个 与 量词 有 关 的 等 值 式 是 谓词 逻辑 中 的 基本 等 值 式 . 

1. 量词 转换 

(1) 7 VrA(zr)= jr- A(z). 

(2) 7 dzrA(z)= Yr 7 A(z). 

这 是 两 个 Vz 与 3x 相互 转换 的 等 值 式 . 

【 例 4-12】 举例 说 明 上 述 等 值 式 (1) (2) 成 立 . 

解 令 DD 是 全 班 所 有 同学 组 成 的 集合 ,A(x): xz 今天 来 上 课 , 则 “并 非 每 位 同学 今天 都 
来 上 课 " 等 价 于 “有 同学 今天 没有 来 上 课 ”,“ 并 非 有 同学 今天 来 上 课 ” 等 价 于 “每 位 同学 今天 
都 没有 来 上 课 ” 

2. 量词 辖 域 的 收缩 与 扩张 

设 B 中 不 含 自由 变 元 x, 则 有 

(1) VYz(A(z) AB)= YzxA(zx) AB. 

(2) Yrz(A(zx)VB)= YrA(z)VB. 

(3) 3z(ACz) AB)= jzxA(xz) AB. 

(4) 3z(ACz) VB) 王 3zACz)VEB. 

首先 要 说 明 的 是 ,A(x) 含 自由 变 元 zx, 而 B 中 不 含 自由 变 元 x ,但 A(x) 和 B 都 可 能 售 
其 他 自由 变 元 . 

就 (1) 来 说 ,左边 Vz 的 辖 域 为 A(z) 人 如 ,右边 Vz 的 辖 域 为 A(Cz), 从 左边 到 右边 量词 的 
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辖 域 收缩 了 ,而 从 右边 到 左边 量词 的 辖 域 扩张 了 . 

可 以 粗略 地 这 样 理解 ,因为 B 中 不 含 自由 变 元 z+, 所 以 Vz 及 3x 对 B 都 不 起 作用 . 

(1) 的 证 明 : 对 于 任意 的 个 体 域 D 上 的 解释 工 ,假定 Vz(CA(Cz) 入 B) 真 , 则 对 于 任意 
dED,A(d) 和 人 B 真 ,于 是 A(z) 和 B 都 为 真 ,所 以 YrA(z) 和 B 取 真 , 因 此 YrA(z) 人 B 真 . 
反 过 来 , 亦 成 立 . 

可 借助 下 面 的 例子 帮助 理解 上 述 4 个 等 值 式 . 例 中 D 表示 班 上 所 有 的 同学 ,A(z): zx 
来 上 课 了 ,B: 小 帅 是 班长 . 

【 例 4-13】 证 明 下 列 与 蕴涵 联结 词 有 关 的 4 个 等 值 式 , 其 中 B 中 不 含 自由 变 元 x. 

(1) Vz(A(Cz) 一 BB) 王 了 3zA(Cz) 一 也 . 

(2) Yr(B—>A(zx))=B— YrA(z). 

(3) 3z(A(Cz) 一 B) 一 YrA(zx)—B. 

(4) 3x(B—A(x))=B— jxA(z). 

证 只 证 (1) 和 (2), 其 余 留 作 练习 . 

Vrx(A(zx)—B)= VYx(-"A(x)VB)= Vx-"A(rx)VB 
一 ”dxzA(Cz)VB=3dzA(z) 一 卫 
Vr(B— A(x))= Yzx("BVA(z))= -BV YrA(zx)=B— VzrA(zx) 

3. 量词 分 配 律 

(1) VYx(A(zx) AB(zx))= VrA(xz)NM VrB(z). 

(2) Jx(A(x)V B(x))= IxA(xr)V 3xB(x). 

首先 注意 ,VY 对 人 可 分 配 , 但 Yz(A(zx)VB(z)) 隆 YrA(z)V VzB(Cz) ,例如 若 令 D=Z， 
A(zx): 工 是 偶数 ,B(x): xz 是 奇数 , 则 Yr(A(zx)V B(x)) 在 上 述 解释 下 取 真 ,而 VxA(x)V 
VYzB(z) 在 上 述 解释 下 取 假 . 

同样 , 习 对 V 可 分 配 ,但 3z(A(Cz) 入 B(z)) 关 3rA(zx) A 3zB(z) ,例子 同上 . 

(1) 的 证 明 : 任意 给 定 个 体 域 D 上 的 解释 1, 若 VzCA(Cz) ABCz)) 在 解释 工 取 真 , 则 任意 dE€ 
D,A(d) 入 B(4) 取 真 ,进而 A(d) 和 B(qd) 都 为 真 , 于 是 YrA(z) 及 YrB(z) 为 真 ,所 以 YrA(x) 人 
VzB(z) 取 真 . 反 过 来 , 若 YzA(z) A VzB(z) 在 解释 工 取 真 , 则 同样 有 Vz(A(Cz) 人 B(x)) 为 真 . 

(2) 留 作 练习 . 

下 述 例子 对 记 住 (1) 和 (2) 是 有 帮助 的 : 令 D= {全 班 同学 },A(x):x 会 唱歌 ,B(x): 
工会 跳舞 . 

4. 双重 量词 

(1) Vr VyA(zx,y)= Vy VrA(zr,y). 

(2) Jz JyA(z,y)= dyIzrA(zr,y). 

显然 ,(1) 和 (2) 是 成 立 的 .例如 ,用 DD 表示 一 些 直 线 组 成 的 集合 ,A(x,y) 表 示 x 平行 于 

y ,这 时 (1) 和 (2) 左 右 两 边 的 含义 是 相同 的 . 需 再 次 提醒 注意 , Vr 3yA(x,y) 隆 3y VrA(zx,y). 

【 例 4-14】 证 明 VzVy(ACz) 一 BCy)) 一 了 3zACz) 一 VyB(Cy). 

证 VriVy(A(z)>B(y))= Vr Vy( "A(r)V BC(y)) 

=Vzr(Vy( "A(x)V BC(y)))= Yr( -AC(r)V VyB(y)) 
= Vr"A(r)V VyB(y)= 7 jzrA(r)V VyB(y) 
= jzA(z)—> VyB(y). 


最 后 要 说 明 的 是 ,等 值 置换 定理 在 谓词 逻辑 中 仍然 成 立 . 
习 题 4.4 


1. 证 明 下 列 等 值 式 

(1) "YrA(r)= de" A(z): 

(2) 7 dzxA(z)= Vz "A(z). 

2. 证 明 下 列 等 值 式 ,其 中 B 中 不 含有 自由 变 元 xz. 

(1) Yr(A(zr)VB)= YrA(zx)VB. 

(2) dz(A(z) AB)= jdzA(z) AB. 

(3) Jz(A(zx)VB)= jrA(z)VEBE. 

3. 设 B 中 不 含 自由 变 元 xz ,证 明 下 列 等 值 式 . 

(1) 3z(ACz) 一 B) 一 YrA(z)—B. 

(2) jzr(B—>A(z))=B™> jzrA(z). 

4. 证 明 等 值 式 3x(A(x)V B(x))= jxA(x)V 3xB(z). 
5. 证 明 等 值 式 3z(A(Cz) 一 B(z)) 王 VzA(Cz) 一 了 zBCOz). 
6. 证 明 下 列 等 值 式 . 

(1) Yr Vy(A(r)VB(y))= YrA(zr)V VyB(Cy). 

(2) dz jy(A(z) AB(y))= 3zA(z) A jyBl(y). 

(3) Jz dy(A(zx)—>B(y))= YrA(z)™ jyB(y). 

7. 在 谓词 逻辑 中 ,下 列 各 谓词 公式 哪些 是 永 真 式 ? 给 出 理由 . 
(1) 3z(ACz)VBCz))e3zACz)V 3zB(Czr). 

(2) = TAN VeBler VC Ar) 人 ECG 

(3) dzr(A(zx)>B(r) oo( VrA(r)™ 3rB(zr)). 

(4) Jzr Jy(A(z)>B(y)) (VrA(r)™ dyB(y)). 

8. 以 下 等 值 式 是 否 成 立 ,为 什么 ? 

(1) 3z(ACz) 一 BCz)) 一 VzACz) 一 了 3zBCz). 

(2) 3z(ACz) 一 VzB(Cz)) 王 YrzA(Cz) 一 VYrzBCz). 


4.5 谓词 公式 的 前 束 范 式 


讨论 谓词 公式 的 标准 形式 是 很 有 意义 的 . 
本 节 讨 论 谓词 公式 的 前 束 范式 . 实际 上 ,在 前 束 范式 的 基础 上 ,可 以 进一步 得 出 谓词 公 
式 的 Skolem 范式 " ,进而 得 出 一 个 谓词 公式 永 真 ( 假 ) 在 有 限 步 内 可 判定 的 著名 结论 . 


4.5.1 谓词 公式 的 前 束 范式 的 定义 


【定义 4-4】 设 A 是 谓词 公式 ,车 A 二 QQz2…Qz,(…B…)(n 宇 0), 其 中 QQ 为 V 
或 3,B 中 不 含量 词 , 则 称 QQz2o…Qr,(…B…) 为 A 的 前 束 范 式 (prenex normal 


form). 
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直观 地 理解 ,谓词 公式 的 前 束 范式 是 将 所 有 量词 放 在 最 前 面 ,去 作用 整个 B. 特别 注意 ， 
若 A 二 YrP(x)>Q(z,y) 不 是 A 的 前 束 范式 ,因为 尽管 Vz 在 最 前 面 ,但 它 的 辖 域 是 PCz). 

当 z 一 0 时 , 即 A 中 无 量词 , 则 A 也 是 前 束 范式 . 

显然 ,谓词 公式 A 与 其 前 束 范式 是 等 值 的 . 


4.5.2 谓词 公式 的 前 束 范式 的 计算 


前 束 范式 的 计算 步 又 如 下 . 
(1) 将 逻辑 联结 词 归 约 到 只 含 ” ,人 A,V 的 谓词 公式 . 
因为 在 要 求 记 住 的 谓词 逻辑 等 值 式 中 ,没有 出 现 除 了 -了 , 人 ,V 外 的 其 他 联结 词 . 
(2) 使 用 以 下 两 个 等 值 式 将 否定 联结 词 往 里 面 移 . 
© -VrA(z)= jr- A(z). 
Q@ -IrA(zr)= Yr -7 A(z). 
(3) 使 用 等 值 式 将 所 有 量词 移 到 最 前 面 ,必要 时 使 用 改名 技巧 . 
【 例 4-15】〗 求 VrA(z) 人 VrB(z) 的 前 束 范式 . 
解 VxA(x)A VrB(x)= Yr(A(r) 人 BCz)) 
【 例 4-16】 求 VYzACz) 一 3zB(Cz) 的 前 束 范式 . 
解 VrA(Cz) 一 jzB(Cz) 一 ”VzA(Cz)V 3zB(Cz) 
一 3z”A(z)V JzrB(r)= dr( "A(r)VB(z)) 
【 例 4-17】 求 3zACz) 人 3xB(zx) 的 前 束 范式 . 
解 3zA4(z) 人 3zB(z) 一 3zACz) A I3yB(y) 
= jzx(A(z) A 3yB(y)) 王 3z3y(ACz) AB(y)) 
直接 求 3zA(z) A 3xB(x) 的 前 束 范式 没有 等 值 式 可 用 ,采用 改名 的 技巧 就 可 以 利用 
等 值 式 了 ,但 要 求 前 束 范式 中 的 量词 要 尽 可 能 地 少 . 
【 例 4-18】 求 3xF(y,zx) 一 VYyG(y) 的 前 束 范式 . 
解 3 了 3zF(y'z) 一 YVyGCy) 一 ”3zFCyz)V VyG(y) 
一 VzmFCy,z)V VyGCy) 王 Vz(CnmFCyrz)V VyG(y)) 
一 VzCmEF(Gz)V YyG(y))( 对 自由 变 元 y 改名 ) 
一 VzVy(CnmFGz)VGCy)). 


习 题 4.5 


1. 判断 下 列 谓 词 公式 是 否 是 前 束 范式 . 
《1 的 WMACZ 

(2) WA 一 B. 

Ka VatAlt BE) 

(4) Vz(A(z)—> jyB(y)). 

(5) ACI>B. 


2. 求 下 列 谓词 公式 的 前 束 范式 . 
全 7 有 人)). 

C2 EC ™ 避 有 6 去 用 (OCR 六 

(3) (VzA(z)—™> jy VzB(ysz)). 

(C4) 了 ACTV 了 BC = Iz(ACYIVN BZ)). 

3. 求 下 列 谓词 公式 的 前 东 范 式 . 

(1) (™ jzA(z)V VyBCy)) A (AC(z)— VzC(z)), 

(2) Vz(A(z)—=( jzB(z)—= jyC(z,y))). 

(3) Vz(Vy jzA(z,ysz) > dzVu(B(z,z) VC(z, uz))). 
(4) Yr Vy( jzA(z,y,z) MN duB(zr,u)—> JvB(y,v)). 


4.6 谓词 多 和 辑 中 的 推理 


4.6.1 逻辑 蕴涵 式 


设 Hi,H,…,H, 和 C 是 谓词 公式 ,Hi ,HH;,…,H, 坟 C 的 含义 同上 章 3.7 节 . 

显然 ,Hi,:,… ,HH, 之 C 的 充 要 条 件 是 电 ; 人 H; 人 … 人 HH, 一 C 是 永 真 式 

首先 ,根据 命题 逻辑 中 的 逻辑 蕴涵 式 可 以 产生 谓词 逻辑 的 多 辑 蕴涵 式 . 如 在 命题 逻辑 中 
有 )p 一 0g,b 一 0q, 则 (pq) 人 pg 永 真 ,对 于 谓词 公式 A 和 B,(A 一 B) 人 A 一 B 永 真 ,从 而 有 
A—B,A=B. 

其 次 ,可 以 得 出 与 量词 有 关 的 一 些 逻 辑 蕴 涵 式 . 

【 例 4-19】 证 明 VzA(Cz) 之 A(L). 

证 因为 由 4.3 节 例 4-9 知 , VzA(Cz) 一 A(O) 永 真 

【 例 4-20】 证 明了 3zVyyACzy) 一 Vy3zACzvy). 

证 任意 给 定 个 体 域 D 上 的 解释 了 ,假定 3x VyA (zx,y) 在 解释 I 下 取 真 , 则 存在 
do。ED, 对 于 任意 dE D, 均 有 A(d。,d) 取 真 ,于 是 Vy 3zA(z,y) 在 解释 工 下 取 真 ,从 而 
dzVyA(zr,y)S Vy IrA(zr,y). 

【 例 4-21】 证 明 3yVrA(z,y) 不 是 Vr 3yA(z,y) 的 有 效 结论 . 

证 ” 设 个 体 域 D=R,A(Cz,y): zy 十 3, 则 Yr 3yA(x,y) 表 示 “ 对 于 任意 实数 xz, 均 存 
在 实数 y, 使 得 x 二 y 十 3”, 它 是 真 命题 ,而 3y VzA(z,y) 表 示 “ 存 在 实数 y, 对 于 任意 实数 x， 
都 有 zx 二 y 十 3”, 它 是 假 命 题 ,所 以 Yr 3yA (zx,y) 习 3y YrA (xz,y) 不 是 永 真 式 , 因此 
3yVYzrA(zx,y) 不 是 Vr 3yA(zx,y) 的 有 效 结论 . 


4.6.2 基本 推理 规则 


命题 逻辑 中 的 基本 推理 规则 可 以 很 方便 地 推广 到 谓词 逻辑 ,参见 上 章 3.7 节 . 
谓词 逻辑 中 有 两 个 非常 重要 与 量词 有 关 的 逻辑 蕴涵 式 . 

【定理 4-1】 下 列 逻 辑 蕴 涵 式 成 立 : 

(1) VzA(zx)V VrB(z)=> Yr(A(z)V B(xz)). 

(2) 3z(ACz) AB(z))=> drA(xz) 人 3zB(Cz). 
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证 只 证 (2), (1) 留 作 练 习 . 

任意 给 定 个 体 域 D 上 的 解释 工 .假定 3z(A(Cz) 人 B(x)) 在 解释 I 下 取 真 , 则 存在 
do。ED, 使 得 A(do) 人 B(do) 为 真 , 这 时 A(d。,) 和 BCdo) 为 真 , 进 而 3xA(z) 及 3zB(z) 在 解 
释 IT 下 取 真 ,(2) 得 证 . 
同样 ,下 述 例 子 对 记 住 (1) 和 (2) 是 有 益 的 : 令 D=!{ 全 班 同 学 ) ,A(z): x 会 唱歌 ,B(x): 
工会 跳舞 . 
【 例 4-22】 证 明 或 反驳 下 列 结论 . 
(1) -YrA(zr)=> Yr 7 A(z). 

(2) dzr(A(zx)>B(z))=> jzrA(zr)™ jzrB(z). 

解 (1) 因为 ” VzA(z)= 王 3 了 3zmAGCz), 而 显然 3z”A(Cz) 不 能 推出 YzmA(Cz). 例 如 ， 
设 个 体 域 D==Z，A (x): zx 是 偶数 , 则 YrA (xz) 是 假 命题 ,从 而 一 VzA(z) 是 真 命 题 , 而 
Vx A(x) 表示 “任意 整数 都 不 是 偶数 ”, 它 是 假 命题 ,因此 结论 了 YrA(z) 二 > Yr 了 了 A(x) 不 


成 立 . 
(2) 不 成 立 . 例如 , 令 个 体 域 D={1,2)， 人 8(2 ,这 时 因为 A(2) 一 


B(2) 为 真 ,于 是 3z(A(Cz) 一 B(z)) 是 真 命题 ,而 A(1) 为 真 , 即 A 3zB(z) 取 
假 , 所 以 3zA(z) 一 3zB(Cz) 在 上 述 解 释 下 为 假 , 故 (2) 不 成 立 . 


4.6.3 ”谓词 逻辑 的 自然 推理 系统 


谓词 逻辑 的 自然 推理 系统 是 命题 逻辑 的 自然 推理 系统 的 一 种 推广 .初始 符号 增加 了 范 
词 .谓词 .量词 ;谓词 公式 的 形成 规则 参见 4. 2 节 谓 词 公 式 的 定义 ;没有 公理 ;基本 推理 规则 
增加 定理 4-1 中 两 个 逻辑 蕴涵 式 , 以 及 下 述 4 个 与 量词 有 关 的 基本 推理 规则 . 

我 们 以 最 简洁 的 方式 加 以 介绍 . 

1. 全 称 量词 消去 (Universal quantifier Specification ,US ) 规 则 

(1) VzA(Cz). 

(2) A(c)( 其 中 * 为 个 体 域 中 任意 个 体 ). 

2. 全 称 量词 产生 (Universal quantifier Generalization .UG ) 规 则 

(1) A(c)( 其 中 * 为 个 体 域 中 任意 个 体 ). 

(2) VzA(Cz). 

3. 存在 量词 消去 (Existential quantifier Specification ,ES) 规 则 

CH 3zALzY. 

(2) A(c)( 其 中 * 为 个 体 域 中 某 个 体 ,ce 在 其 前 面 原则 上 未 出 现 过 ). 

注意 由 3 了 3zA(z) 推 出 A(c) ,要 确保 c 与 其 他 自由 变 元 无 关 , 参 见 例 4-27. 

4. 存在 量词 产生 (Existential quantifier Generalization ,EG) 规 则 

(1) A(Cc)( 其 中 < 为 个 体 域 中 某 个 体 ). 

(2) 3zA(Cz). 

【 例 4-23】 证 明 苏 格 拉 底 三 段 论 推 理 的 有 效 性 . 

证 用 ss: 苏 格 拉 底 ,P(x): zx 是 人 ,D(z): 工 是 要 死 的 , 则 

Vz(P(z) —= D(z)),P(s)=>D(s) 
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(LY PlsY P 


(C2) Va(P (lr) (70 B 
C3) PDO— DG) US(2) 
(4) DC) TIX 


【 例 4-24】 用 构造 法 证 明 以 下 推理 : 
Vi(P(z) -G(r 


证 

GD Go 

《2 下 ESGU 
Co VECR(CD G2 P 

(C4) BC) ==G(e) US(3) 
(5) G(e) T(2)(4)I 
C6) IwG(z) EG(5) 


注意 (1)、(2) 与 (3)、(4) 的 顺序 不 能 颠倒 . (2) 中 FF(c) 中 的 c 是 某 个 体 ,(4) 中 F(c) 一 
G(c) 中 的 c 本 来 是 任意 个 体 , 现 取 为 (2) 中 出 现 的 c, 这 是 可 以 的 .但 反 过 来 就 不 行 . 
避免 这 种 错误 的 最 好 方法 是 像 上 面 的 证 明 过 程 一 样 , 先 消去 存在 量词 ,再 消去 全 称 
量词 . 
【 例 4-25】 用 构造 法 证 明 以 下 推理 : 
-73Izxz(F(x) A H(r)), Yr(G(x) — H(zx))> Yr(G(r) 一 -7 F(x)) 


证 

CL dP NEN P 

(C2) Vi F(a "HD TODE 
Et Me ch US(2) 
I LD TOE 
(5D) Vi(G(2) = H(z)) 下 

560 GGo 一 厅 (o US(5) 
(TG = P(e) 工 (4)(6)I 
(8》 VCGCDR (0 UG 


【 例 4-26】 设 个 体 域 D 为 所 有 人 组 成 的 集合 ,在 谓词 逻辑 中 符号 化 下 列 各 命题 ,并 用 
构造 法 证 明 以 下 推理 : 每 位 科学 家 都 是 勤奋 的 ,每 个 勤奋 且 身 体 健 康 的 人 在 事业 上 都 会 获 
得 成 功 ,存在 身体 健康 的 科学 家 ,所 以 存在 事业 获得 成 功 或 事业 半途 而 废 的 人 . 

解 令 Q(Cz): 工 是 勤奋 的 ,H(z): > 是 健康 的 ,SCz): xz 是 科学 家 ,C(x): x 是 事业 获 
得 成 功 的 人 ,F(z): 工 是 事业 半途 而 废 的 人 , 则 

Vz(S(z)—Q(7z)), Yi(Q(z) 人 DCz)=-CCz)) 3zCSCz) 全 (z)) 
> Iz(C(z)V F(z)) 


人 广汉 CS 人 Ce) 时 

C2 Se NE) ESC1) 
(3) S(e) TC(2)I 
(4) H(e) D2 


"13 


《5 Ye(S(r) =) FP 

C6 (二 Ca US(5) 
(7) Q(e) Tee 
(8) Q(c) AH(e) TCAATNH 
(C9) VEC(QU) 人 万 (CCGCaD) P 

CHON QC NHC US(9) 
ChLYCCe) T(8)(10)I 
C2 Ce VF TL 
(C13 SC(LYVE(EN EG(12) 


关于 多 重量 词 的 推理 ,需要 注意 的 问题 比较 多 ,请 参阅 有 关 文 献 "*. 


【 例 4-27】 指出 下 列 推理 步骤 中 的 错误 . 


(1) Vz 3y(z>y) 四 

(2) jy(e>y) US(LY 
(C3) >d ES(2) 
(4) Vz(z>4d) UG 
(5) dy Vz(z>y) EG(4) 


解 (3) 错 .在 (2) 中 的 < 是 个 体 域 中 任意 个 体 ,实际 上 是 自由 变 元 , 当 由 (2) 消 去 存在 量 
词 3y 时 ,不 能 利用 ES 规则 . 换 句 话说 ,(3) 中 所 得 到 的 d 与 c 密切 相关 . 
已 经 有 例子 表明 , Vz 3yA(z,y) 一 3yVzA(Cz,y) 不 是 永 真 式 . 


. 证 明 VzA(z) 一 3xA(z). 


. 证 明 3zVyyA(Cz,y) 之 3z3yACzy). 


习 题 4.6 


,。 证明 3zA(Cz) 一 VrzB(z) 一 Vz(ACz) 一 BCz))， 


1 
名 
3. 证 明 VzA(Cz)V VzB(Cz) 一 VzrCACz)VEBCzr)). 
4 


5. 试 判断 下 列 谓词 公式 是 否 为 永 真 式 , 给 出 理由 . 
(1) Vr(A(zr)VB(z))—> VrA(r)V VrB(z). 
(C2) JIACz) MN JB JeCAEY NB 


6. 证 明 或 反驳 下 列 结论 . 


(1) 3z( A(z)>B(z)) > VzC(z)=> Yr(B(z)>C(7)). 
(2) dz(A(z)> VyB(z,y))=> 7" VyjzB(r,y)> YrA(z). 


7. 构造 下 列 推理 的 证 明 : 


VE = O00 D3 Veh) GRD VY ER "P(r 
8. 构造 下 列 推理 的 证 明 : Vz(SCz) AW(z)), 3zY(x)> 3x(S(z) AY(z)). 
9. 使 用 反 证 法 ,构造 下 列 推理 的 证 明 : 
NECA) = TB V(tB) VC 5 Vac = TVAl) 
10. 使 用 CP 规则 ,构造 下 列 推理 的 证 明 : 
AzE(r)-—= NzCQ(r) PPC) JzS(r)-* JzQ(z) 
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> Iz(E(z) ASCz)) 一 了 3zFCz) 

11. 证 明 下 列 推理 的 有 效 性 : 所 有 有 理 数 是 实数 , 某 些 有 理 数 是 整数 ,所 以 某 些 实数 是 
整数 . 

12. 构造 下 列 推理 的 证 明 : 自然 数 都 是 整数 ,整数 都 是 有 理 数 ,有 些 有 理 数 不 是 整数 ， 
所 以 自然 数 都 是 有 理 数 ,并 且 存 在 既 不 是 自然 数 又 不 是 整数 的 有 理 数 . 

13. 在 谓词 逻辑 中 符号 化 下 列 命题 ,并 用 构造 法 证 明 以 下 推理 的 有 效 性 : 

所 有 和 牛 都 有 角 , 有 些 动物 是 牛 , 所 以 有 些 动物 有 角 . 

14. 在 谓词 逮 辑 中 符号 化 下 列 命题 ,并 用 构造 法 证 明 以 下 推理 的 有 效 性 : 

鸟 会 飞 , 猴 子 不 会 飞 ,所 以 猴子 不 是 鸟 . 

15. 假定 个 体 域 为 所 有 人 组 成 的 集合 ,在 谓词 逻辑 中 符号 化 下 列 命题 ,并 用 构造 法 证 明 
以 下 推理 的 有 效 性 : 

每 个 学 生 或 是 勤奋 的 或 是 聪明 的 ,所 有 勤奋 的 人 都 会 有 所 作为 ,并 非 每 个 学 生 都 有 所 作 
为 ,所 以 有 些 学 生 是 聪明 的 . 

16. 在 谓词 逻辑 中 符号 化 下 列 命题 ,并 用 构造 法 证 明 以 下 推理 的 有 效 性 : 

桌 上 的 每 本 书 都 是 杰作 , 写 出 杰作 的 人 都 是 天 才 , 某 个 不 出 名 的 人 写 了 桌 上 的 某 本 书 ， 
所 以 某 个 不 出 名 的 人 是 天 才 . 


本 章 小 结 


1. 个 体 .谓词 .量词 和 函 词 

对 原子 命题 内 部 结构 及 其 逻辑 关系 进行 讨论 就 是 谓词 逻辑 , 这 些 讨 论 涉及 集合 .映射 、 
运算 和 关系 . 命题 的 考虑 对 象 称 为 个 体 , 个 体 所 在 的 范围 称 为 个 体 域 . 

表示 个 体 性 质 以 及 个 体 之 间 关 系 的 词 称 为 谓词 . 对 于 n(n 三 1) 元 谓词 P,P(zi,zxs，,…， 
Zz) 是 命题 函数 . 

常用 的 量词 有 全 称 量词 VY 和 存在 量词 了 .全称 量 词 V 相 当 于 “任意 ”“ 全 部 ”"“ 所 有 ”"、“ 每 

一 个 ”“ 一 切 ” 等 ,存在 量词 相当 于 “有些”“ 某 些 ”“ 有 的 ”"“ 存 在 ”“ 至 少 有 一 个 ”等 . 量词 

Vz 或 3x 的 作用 或 管辖 的 范围 称 为 Vz 或 3z 的 作用 域 或 辖 域 , 辖 域内 的 个 体 变 元 z 称 为 约 
束 变 元 . 不 受 任何 量词 约束 的 变 元 称 为 自由 变 元 . 

表示 个 体 之 间 的 函数 关系 就 是 函 词 . 

重点 掌握 量词 的 辖 域 ,能 区 分 约束 变 元 和 自由 变 元 . 

2. 谓词 公式 及 命题 的 符号 化 . 

使 用 谓词 将 命题 符号 化 得 到 的 含义 正确 的 表达 式 就 是 谓词 公式 . 要 求 能 熟练 在 谓词 逻 
辑 中 将 命题 符号 化 , 具体 步 又 : 

第 1 步 ” 找 出 所 给 命题 中 的 所 有 个 体 常 量 , 并 用 a,5,c,…,ai,bi,ci，… 表 示 ( 必 要 时 使 
用 函数 表示 ). 
第 2 步 ” 首 先 确定 在 给 定 个 体 域 中 应 该 选用 的 所 有 谓词 ,特别 注意 特性 谓词 的 选取 ; 划 
次 确定 量词 . 
第 3 步 ”确定 函 词 . 
第 4 步 通过 找 出 联结 词 ,将 所 给 命题 符号 化 . 
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3. 谓词 公式 的 解释 及 类 型 

了 解 谓词 公式 的 解释 T: 

(1) 指定 个 体 域 D. 

(2) 对 于 谓词 公式 中 的 命题 变 元 指派 其 真 值 . 

(3) 对 于 谓词 公式 中 的 个 体 常量 及 其 自由 变 元 解释 为 指定 个 体 域 D 中 的 元 素 . 

(4) 对 于 谓词 公式 中 的 函 词 解释 为 D 上 的 函数 . 

(5) 对 于 谓词 公式 中 的 谓词 解释 为 D 上 的 谓词 . 

会 计算 谓词 公式 在 给 定 解释 工 下 的 真 值 . 

在 任何 解释 下 均 为 真 的 谓词 公式 称 为 永 真 式 或 有 效 式 . 至 少 存在 一 种 解释 使 其 为 1 的 
谓词 公式 称 为 可 满足 式 ,否则 称 为 不 可 满足 式 或 矛盾 式 或 永 假 式 . 既 存 在 取 1 的 解释 ,又 存 
在 取 0 的 解释 的 谓词 公式 称 为 中 性 式 或 偶然 式 . 

4. 逻辑 等 值 的 谓词 公式 

设 A,B 是 谓词 公式 ,A==B 是 指 A 和 B 在 任何 解释 下 的 取 值 都 相同 . 

记 住 10 个 基本 谓词 公式 等 值 式 , 特别 是 下 面 两 个 较 难 记 住 的 等 值 式 : 

(1) Yr(A(xz)AB(z))= YrA(z) NM YrB(z). 

(2) dz(A(z)VB(z))= JzA(z)V jdzrB(z). 

5. 谓词 公式 的 前 束 范式 

设 A 是 谓词 公式 ,车 A 二 QIQsz20…Qwz,(…B…)(n 宇 0), 其 中 Q; 为 y 或 3,B 中 不 含 
量词 , 则 称 QiziQz2…Q,x,(…B…) 为 A 的 前 束 范式 . 

要 求 熟练 掌握 谓词 公式 前 束 范式 的 计算 , 计算 步骤 如 下 : 

第 1 步 将 逻辑 联结 词 归 约 到 只 含 ”, 人 ,V 的 谓词 公式 . 

第 2 步 ”使 用 以 下 两 个 等 值 式 将 否定 联结 词 往 里 面 移 . 

(1) 7 VrA(zr)= dr 7 A(z). 

(2) - dzxA(zr)= Yr 7 A(z). 

第 3 步 ”使 用 基本 谓词 公式 等 值 式 将 所 有 量词 移 到 最 前 面 ,必要 时 使 用 改名 技巧 . 

6. 谓词 逻辑 中 的 推理 

要 求 能 对 较 简 单 的 谓词 逻辑 中 推理 有 效 性 进行 构造 性 证 明 . 

重要 的 两 个 谓词 逻辑 蕴涵 式 : 

(1) VrA(z)V VrB(z)> Yr(A(z)V B(x)). 

(2) 3z(ACz)AB(Cz)) 一 3zACz)A3zB(Czr). 

4 个 与 量词 有 关 的 基本 推理 规则 : 

工 _US 规则 : 全 称 量词 消去 规则 . 

(1) VzA(Cz). 

(2) A(c)( 其 中 * 为 个 体 域 中 任意 个 体 ). 

了 .UG: 全 称 量词 产生 规则 . 

(1) A(Cc)( 其 中 < 为 个 体 域 中 任意 个 体 ). 

(0 WsAlzsN 
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亚 . ES 规则 : 存在 量词 消去 规则 . 

(1 IwA(z), 

(2) A(c)( 其 中 *c 为 个 体 域 中 某 个 体 ,ce 在 其 前 面 原则 上 未 出 现 过 ). 
KEG 规则 : 存在 量词 产生 规则 . 

(1) A(Cc)( 其 中 < 为 个 体 域 中 某 个 体 ). 

C2) 9A 
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第 5 章 代数 结构 


接 下 来 将 介绍 代数 结构 的 一 般 内 容 以 及 常见 的 几 种 代数 结构 , 它 是 一 种 用 代数 方法 建 
立 的 数学 模型 . 

代数 结构 简称 代数 , 它 是 抽象 代数 (abstract algebra) 或 近世 代数 (modern algebra) ,不 
是 初等 代数 ,也 不 是 高 等 代数 , 它 始 于 19 世纪 初 ,形成 于 20 世纪 30 年 代 , 在 这 期 间 ,挪威 数 
学 家 N. H. Abel .法国 数学 家 E. Galois .英国 数学 家 A. De Morgan 和 G. Boole 等 人 都 做 
出 了 杰出 的 贡献 . 

代数 结构 研究 由 一 般 元 素 ( 不 仅仅 是 数字 、 符 号 等 ) 组 成 的 集合 上 的 运算 ,以 及 运算 满足 
一 些 给 定性 质 的 数学 结构 的 性 质 . 

代数 结构 在 计算 机 科学 中 起 着 重要 作用 ,前 面 几 章 分 别 讨论 的 是 集合 代数 .关系 代数 和 
逻辑 代数 . 实际 上 ,计算 机 系统 本 身 就 是 一 种 代数 结构 . 众所周知 ,利用 布尔 代数 可 进行 罗 
辑 电 路 设计 的 分 析 和 优化 . 利用 代数 结构 可 研究 抽象 数据 结构 的 性 质 与 操作 , 它 也 是 程序 
设计 语言 的 理论 基础 . 

在 本 章 讲解 的 群 、 环 ` 域 是 根据 运算 及 其 所 满足 的 性 质 按 * 代 数 结构 ?进行 分 类 的 , 格 和 
布尔 代数 是 根据 * 序 结构 ?进行 的 讨论 ,它们 在 组 合计 数 . 代 数 编码 理论 .形式 语言 与 自动 机 
理论 等 学 科 中 都 发 挥 了 重要 作用 . 同时 ,代数 结构 的 研究 采用 的 是 形式 化 方法 ,对 于 培养 大 
家 的 抽象 思维 和 计算 思维 能 力 是 非常 有 用 的 . 


5.1 代数 结构 简介 


5.1.1 代数 结构 的 定义 


“代数 ?总 是 与 运算 联系 在 一 起 的 ,如 代数 式 、 代 数 和 、 代 数 方程 以 及 代数 数 等 . 先 给 出 代 
数 的 定义 . 

【定义 5-1】 设 A 是 非 空 集合 ,所 ,f,,…,fi(k 宇 1) 是 A 上 的 代数 (封闭 ) 运 算 , 则 集合 
A 连同 其 上 的 代数 运算 户 ,fs，,… ,fi 称 为 代数 结构 (algebra structure) 或 代数 系统 (algebra 
system) 或 简称 代数 (algebra) , 记 为 (A, 记 ,2,… ,fi) ,在 已 知 运 算 及 ,fi,… ,fi 的 情况 下 
可 简 记 为 A. 

对 于 代数 结构 (A ,所 ,fs,… ,fi) 的 理解 , 需 注意 以 下 几 点 : 

(1) A. 

(2) 所 ,fi，… ,fi(k 宇 1) 是 A 上 的 代数 (封闭 ) 运 算 ( 参 见 第 1 章 1.3 节 ). 

(3) 运算 及 ,fo，… ,fi 在 代数 结构 中 是 有 顺序 的 . 实际 上 ,代数 结构 (A, 有 i, fo，…, fi) 
是 一 个 (k 十 1) 元 组 . 

(4) 运算 f; 的 元 数 n;(1 志 i 过 有 ) 可 以 相同 ,也 可 以 不 同 . 
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【 例 5-1】 验证 下 列 集合 及 其 上 的 运算 构成 代数 结构 . 

(1) 实数 集合 R 关于 实数 的 加 法 运算 “十 ”:(R, 十 ). 

(2) 实数 集合 R 关于 实数 的 加 法 运算 “十 ”和 实数 的 乘法 运算 “。”: (R, 十 ,，* ). 

(3) 集合 X 的 窜 集 P(X) 关 于 集合 的 并 “ U ”运算 .集合 的 交 * 站 ”运算 和 集合 的 补 运算 
人 

解 ”根据 代数 结构 的 定义 很 容易 验证 ( 略 ). 

【定义 5-2】〗 (4 , 户 , 户 ,…, 太 ) 是 代数 结构 , 若 A 是 有 限 集合 , 则 (A, 所 ,fi,，… ,fi) 是 
有 限 代数 结构 ,否则 称 为 无 限 代 数 结构 . 

在 例 5-1 中 ,(1) 和 (2) 中 的 代数 结构 是 无 限 代数 结构 .在 (3) 中 , 若 X 是 有 限 集合 , 则 
(PCX),U, 站 ,一 ) 是 有 限 代 数 结构 : 若 X 是 无 限 集合 , 则 (PCX),，U ,站 ,-) 是 无 限 代 数 
结构 . 


5.1.2 两 种 最 简单 的 代数 结构 : 半 群 及 独 异 点 


下 面 介 绍 两 种 最 简单 的 代数 结构 . 

【定义 5-3】 设 * 是 非 空 集 合 S 上 的 2 元 代数 运算 , 若 * 满足 结合 律 , 即 对 于 任意 z,y， 
zES, 有 (zxy)xx 一 zx(yx*zx), 则 称 (S, * ) 是 半 群 (semigroup). 

虽然 ,实数 集合 R 关于 其 上 的 乘法 运算 *。 ”作成 一 个 半 群 (R,，). 

下 面 的 半 群 在 计算 机 科学 的 研究 中 有 着 重要 的 作用 . 

【 例 5-2】 设 卫 是 若干 个 字母 组 成 的 集合 , 称 为 字母 表 , 由 三 中 有 限 个 字母 组 成 的 序列 
称 为 三 上 的 串 ,不 含 任何 字母 的 串 称 为 空 串 , 记 为 4. 令 3 是 所 有 上 的 串 组 成 的 集合 ,其 
上 的 运算 为 5* 上 的 连接 运算 “。”. 

任意 we 一 Sisz…sE ,B==tito…rt; EB* ,有 wp 一 ss sitit… 和 ,很 容易 验证 (3B* ,*) 
是 半 群 . 

实际 上 ,5S 上 的 所 有 非 空 串 组 成 的 集合 531 ,关于 其 上 的 串 的 连接 运算 * 也 构成 一 个 半 群 
(PANEDE 

设 w=51452…ss E353" , 则 称 串 w 的 长 度 为 &, 记 为 |o| = 二 =k. 显然 , 若 |la| ==k,1B|==s, 则 |aeB|== 
闪光 

【定义 5-4】 设 * 是 非 空 集合 M 上 的 2 元 代数 运算 , 若 * 满足 结合 律 且 M 关于 * 有 勾 
元 e, 即 对 于 任意 zxEM, 有 zxe 一 ex 一 zz, 则 称 (M,*,e) 为 独 异 点 (monoid) ,其 中 么 元 
< 是 一 个 独特 奇异 的 元 素 . 

【 例 5-3】 在 例 5-3 中 ,(5* ,。,)) 是 独 异 点 ,而 (3+ ,。) 不 是 . 

注意 

(1) 在 (3* ，。,A) 中 的 ) 称 为 代数 常数 . 代数 结构 中 的 代数 常数 可 以 不 止 一 个 ,例如 在 后 
面 将 学 习 的 布尔 代数 就 有 2 个 代数 常数 . 当然 也 可 以 没有 代数 常数 . 

(2) (5* ,。) 是 半 群 ,(5* ,。,A) 是 独 异 点 ,它们 是 两 个 不 同 的 代数 结构 . 正 因为 这 样 ,一 
个 最 好 的 处 理 方式 是 将 代数 常数 看 作 是 0 元 运算 ,(5" ,。,X4) 有 1 个 0 元 运算 (及 1 个 二 元 
运算 ) ,布尔 代数 有 2 个 0 元 运算 . 
因为 半 群 中 的 * 运算 满足 结合 律 ,可 以 定义 元 素 a 的 正 整 数 方 寡 中 (7? 为 正 整数 ) 
如 下 : 


an“ 一 QxQdx…wxa( 之 2) 
注意 ”元素 w 的 正 整 数 方 规 a” 是 对 任意 具有 结合 性 的 运算 都 可 以 定义 .对 于 实数 集合 
n 个 

R 上 的 来 法 运算 ,很 容易 理解 对 于 实数 集合 及 上 的 加 法 运算 十 ,4" 二 4 十 4 十 … 二 4 二 na. 

显然 对 于 正 闲 数 m 和 n， 有 下 面 的 结论 : 

(la wa 

(2) (a™)"=a™ 

因为 运算 是 S 上 的 封闭 运 算 , 所 以 对 于 a€5， 有 a”"ES(n 为 正 整 数 ). 

由 上 述 的 半 群 和 独 异 点 这 两 个 简单 的 代数 结构 可 知 , 特 殊 的 代数 结构 是 将 运算 满足 的 
条 件 作 为 公理 进行 定义 的 . 接 下 去 的 任务 是 从 这 些 公 理 出 发 推导 出 一 些 有 用 的 结论 , 它 对 
于 所 有 满足 给 定 公理 的 代数 系统 都 成 立 ， 先 看 一 个 关于 有 限 半 群 结论 的 推导 方法 ,更 多 的 
特殊 代数 结构 的 结论 的 推导 见 后 . 

【 例 5-4】 设 (S, x ) 是 有 限 半 群 , 则 (S,* ) 中 存在 寡 等 元 素 . 

证 取 a€ 5S, 显然 对 于 任意 正 整 数 n, 有 必 ES. 因为 S 是 有 限 集合 ,所 以 存在 正 整 数 
i 和 (不 妨 设 ;一 疙 使 得 ai==ai. 

令 p= 二 i 一 j 之 0, 显然 有 ai 二 a? * ai, 即 ai 二 a? x ai, 进 而 有 a 二 a? * as( Vg 宇 站 . 

因为 p 三 1, 必 存在 正 整 数 k 满 足 kp 三 j. 由 上 面 的 结论 ,有 a” 二 a? * a .应 用 该 结论 
上 次 ,有 


aP =atxaP =arx*(a xaP) = aPxat = .= ap ay, 
令 b 二 as , 则 5x6 二 5b, 即 6 就 是 有 限 半 群 (S, * ) 的 寡 等 元 . 
5.1.3 子 代数 


讨论 代数 结构 ,一 种 常用 的 方法 是 根据 其 子 代 数 所 具有 的 性 质 去 推测 原 代数 的 性 质 . 

【定义 5-5】 设 (A ,了 fi,f;,…,fi) 是 代数 结构 ,BSSA, 若 (S, 所 ,fi，…,fi) 是 代数 
结构 , 则 称 其 为 (A, 记 ,fs，…,fi) 的 子 代数 (subalgebra), 可 记 为 (S,fi,fo,*……*,fi) 二 (A， 
及 ,ff2，…，,fi). 在 不 强调 运算 情况 下 简称 S 是 A 的 子 代数 , 记 为 S<A. 

一 般 地 ,要 验证 S 是 否 是 A 的 子 代数 ,只 要 验证 S 关于 A 中 运算 f1,f;,…,fi 是 否 封 
闭 即 可 . 

【 例 5-5】 在 例 5-1(2) 中 ,有 (Z, 十 ,。) 是 (R, 十 ,， ) 的 子 代数 ,因为 整数 集合 Z 关 于 
加 法 运算 和 乘法 运算 是 封闭 的 . 

【 例 5-6】 由 本 书 第 1. 3 节 很 容易 知道 ,(Zs， ail) A ts 其 中 2 = {0, 1, 2, 3， 
4，5，6,，7}，%s 是 模 8 的 乘法 运算 . 取 S=={0,2,4}, 这 时 S 关于 运算 "是 封闭 的 ,但 因为 
1 S, 即 s 关 于 Zs 中 的 0 元 运算 不 封闭 ,所 以 S 不 是 的 子 代数. 


5.1.4 代数 结构 的 同 态 与 同 构 


借助 于 映射 (函数 ) 可 以 讨论 两 个 代数 结构 之 间 的 关系 . 
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为 了 讨论 方便 , 先 给 出 下 面 的 定义 . 

【定义 5-6】 设 (4A, 户 , 户 ,…, 广 ) 和 (B,sgi,gs,…,s) 是 代数 结构 , 若 f; 与 g; 有 相同 
的 运算 元 数 (1 二 i) , 则 称 这 两 个 代数 结构 是 同类 型 的 . 

下 面 给 出 的 是 一 般 的 两 个 代数 结构 同 态 的 定义 ,针对 具体 的 重要 代数 结构 还 会 重新 给 
出 定义 的 . 

【定义 5-7】 设 (A, 所 ,fi,…,fi) 和 (B,gi,gs，…,gi) 是 同类 型 的 代数 结构 , 若 存 在 p: 
A 一 B 且 9 保持 所 有 运算 , 即 对 于 ni 元 运算 f; 和 gi;(1 二 i<k), 有 

PfilT1sT29 Tn)) = gi(p(T1) ,G(T2), "pTn )), Vii ,Za Zn E A 

即 先 (在 A 中 ) 运 算 再 映射 等 于 先 映射 再 (在 B 中 ) 运 算 , 则 称 g 为 (A, 记 ,fs，…,fi) 到 (B， 
g1s829 呈 84) 的 同 态 映射 , 称 (A. 有 ,fio,… ,fi) 和 (B,gi,gs，… ,gi) 同 态 (homomorphism). 

请 注意 同 态 映 射 与 同 态 的 区 别 与 联系 ,参见 下 面 的 两 个 例子 . 

【 例 5-7】 对 于 代数 结构 (Z, 十 ,。) 和 (Z,。 ,十 。，.)( 其 运算 参见 例 1-17) , 令 p: Z 一 
Z, ,对 于 任意 zxEZ,p(Cz) 一 z(modz). 证 明 : g 是 (Z, 十 ,。，) 到 (Z, ,十 。 ww) 的 同 态 映射 . 

证 ”对 于 任意 zx,yEZ, 因 为 

pz 十 y) 一 (Cz 十 y)(modm) = xr(modm)++,y (modm) = p(x) 十 op(y) 


PCZ。y) 一 (ry)(modm) = xr(modm) ymodm) = p(x) p(y) 
所 以 ,p 是 (Z, 十 ,。) 到 (Z ,十 。，w) 的 同 态 映 射 . 

【 例 5-8】 证 明 : 代数 结构 (3 ,。,4) 与 (N, 十 , 0) 同 态 . 

证 令 g: 3 一 N, 对 于 任意 xzE2* ,p(xz)==|z|. 对 于 任意 zx,yE3* ,有 

g(r° y) [zxz°y|=|z|+|y| PCZz) 十 PCy) 

且 p(X)==14|==0, 所 以 gp 是 (3*,。,4) 到 (N, 十 , 0) 的 同 态 映射 ,于 是 (3* ,。,4) 与 
(N, 十 , 0) 同 态 . 

同 态 一 般 用 于 模型 简化 . 下 述 定理 说 明了 研究 代数 结构 同 态 映 射 的 必要 性 . 

【定理 5-1】 设 8 是 代数 结构 (A, 所 ,fo,…,fi) 到 (B,gi,gs，…,g4) 的 同 态 映射 , 则 
(p(A),gig ge) 是 (B,gi,gs，… ,gx) 的 子 代数 , 称 (pg(A),gi,gs，… ,gi) 为 同 态 映射 
9 的 同 态 像 . 

证 显然 ,p(A) 关 于 运算 g1,g:,… ,gt 封闭 ,于 是 有 pg(A)<B. 

定理 5-1 说 明 , 同 态 像 是 (A,f 有 i,f:,… ,fi) 在 同 态 映 射 下 的 缩影 ,因此 可 以 通过 对 较 简 
单 的 同 态 像 的 性 质 的 讨论 去 探测 其 原 像 (A, 所 ,fs,…,fi) 的 性 质 .下 面 的 例子 可 以 进一步 
帮助 理解 同 态 像 是 如 何 对 原 代数 结构 进行 缩影 的 . 表 5-1 


【 例 5-9】 很 容易 验证 ,代数 结构 (Z.。) 与 (B，* ) 同 态 , 其 * | 正 | 负 | 零 

中 “。” 是 ZZ 上 的 乘法 运算 ,B= 二 { 正 , 负 , 零 ),B 上 的 运算 * 定义 如 正 | 正 | 负 | 有 堆 

表 5-1 所 示 . 负 | 页 | 让 | 及 
解 定义 p: Z-~ 有 如 下 ， 

堆 零 | 零 


让 5 六 汪 必 
pz) = 0 
稚 去 = 


= 143 “。 


对 于 任意 rz,yEZ, 有 p(z。y) 王 pCz)*ep(y), 因 此 ,代数 结构 (Z,，) 与 (B,x ) 同 态 . 

在 例 5-9 中 ,p(Z) 一 忆 将 整数 集合 上 乘法 运算 的 特征 完全 表示 出 来 了 . 

但 请 注意 ,两 个 同 态 的 代数 结构 之 间 可 能 存在 多 个 同 态 映 射 ,请 自己 举例 加 以 说 明 . 

下 面 给 出 的 是 一 般 的 两 个 代数 结构 ( 单 同 态 、 满 同 态 ) 同 构 的 定义 . 

【定义 5-8】 设 yo 是 代数 结构 (A, 所 ,fo,… ,fi) 到 (B,gi,gs，… ,gi) 的 同 态 映射 ， 

(1) 若 p 是 单 射 , 则 称 8 为 (A, 记 ,fo…,fi) 到 (B,gi,gs，… ,gi) 的 单 同 态 映 射 . 

(2) 若 o 是 满 射 , 则 称 g 为 (A, 所 ,fi,…,fi) 到 (B,gi,gs，… ,gi) 的 满 同 态 映 射 . 

(3) 车 og 是 双 射 , 则 称 g 为 (A, 记 ,fo,…,fi) 到 (B,gi,gs，…,gi) 的 同 构 映 射 , 称 代数 
结构 (A, 所 ,fio,…,fi) 与 (B,g1,gs，…… ,gi) 同 构 (isomorphism), 记 为 

CA fi Bee 

由 定义 5-8 知 ,两 个 同 构 的 代数 结构 在 本 质 上 是 完全 相同 的 ,所 不 同 的 仅仅 是 集合 中 的 
元 素 符 号 可 能 不 同 ,其 上 的 运算 符号 也 可 能 不 同 ,参见 下 面 的 例子 . 

【 例 5-10】 设 代数 结构 (A, x ) 和 (B, 十 ) 分 别 如 表 5-2 和 表 5-3 所 示 . 


表 5-2 表 5-3 


久 a 4 市 偶 奇 
a a ob 偶 偶 奇 
b b a 奇 奇 偶 


很 容易 验证 ,(A,* ) 信 (了 B ,十 ). 
【定义 5-9】 设 y 是 代数 结构 (A, 所 ,fo,… ,fi) 到 (A, 所 ,fi，…，,fi) 的 同 态 ( 构 ) 映 射 ， 
则 称 pg 是 (A, 有 i,f;,…,fi) 的 自 同 态 ( 构 ) 映 射 . 


习 题 5.1 


1. 试 举 出 4 个 代数 结构 的 例子 . 
2. 对 于 表 5-4 给 定 的 集合 及 其 上 定义 的 运算 是 否 构 成 代数 结构 ,在 相应 的 位 置 填 “” 
(是 ) 或 “Xx”( 否 ). 
表 5-4 
运算 


于 站 本 |lz— yl Izl max min 


Z 
N 


{z|10 委 z 委 10) 


{zl|z|<5} 


{2z|zEZ} 


3. 设 (S, * ) 是 半 群 ,a€E S, 在 S 上 定义 运算 * 如 下 : 
Vi,yE S,r°e y=rxaxy 
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证 明 : (S,。) 是 半 群 . 

4. 证 明 :(Z，…，,1) 是 独 异 点 . 

5. 分 别 给 出 子 半 群 及 子 独 异 点 的 定义 . 

6. 设 ?是 仅 一 个 2 元 运算 代数 结构 (A, x ) 到 (B,*) 的 同 态 映 射 , 则 

(1) 若 * 在 A 中 可 交换 , 则 在 pg(A) 中 可 交换 . 

(2) 若 * 在 A 中 有 和 零 元 0, 则 "在 g(A) 中 有 零 元 p(0). 

7. 证 明 : 正 实数 集合 R+ 关 于 乘法 运算 。 所 构成 的 代数 结构 (R+ ，，) 与 实数 集合 R 关 
于 加 法 运算 十 所 构成 的 代数 结构 (R, 十 ) 同 构 . 

8. 非 零 实数 集合 R* 关于 乘法 运算 。 所 构成 的 代数 结构 (R"，…) 与 实数 集合 R 关于 
加 法 运算 十 所 构成 的 代数 结构 (R, 十 ) 同 构 吗 ?为 什么 ? 

9. 设 代数 结构 (A, * ) 和 (B,*) 中 的 运算 都 是 2 元 的 ,在 AXB 上 分 别 定义 运算 A 如 
下 ; 对 于 任意 的 (zyi),(zzyy)EAXEB， 

(ziyyi)AGCrzzyyz) 一 (zxzyy。yz) 


证 明 : (4AXB,A) 是 代数 结构 , 称 为 (4A,* ) 和 (B,。) 中 的 积 代数 . 


s.2 群 的 定义 及 性 质 


一 元 四 次 及 以 下 的 方程 有 求 根 公式 . 在 1826 年 由 24 岁 挪威 数学 家 Niels Henrik Abel 
(1802 一 1829) 证 明了 一 般 一 元 五 次 及 以 上 方程 aox" 十 qx"! 十 … 十 as-1X 十 a 二 0(ao 闫 0， 
n 宇 5) 不 可 能 根 式 求解 ,完全 解决 了 长 达 200 多 年 的 难题 ,并 着 手 研究 能 用 根 式 求解 的 方 
程 的 特征 等 问题 , 连 当 时 的 数学 大 师 Gauss 也 未 能 理解 其 成 果 的 重要 意义 ,在 贫困 中 渡 过 
27 个 春秋 的 Abel 因 结 核 病死 于 1829 年 4 月 6 日 ,三 天 后 迟到 的 柏林 大 学 数学 教授 聘书 
送 达 . 

后 来 由 法 国 数学 家 Evarisfe Galois(1811 一 1832) 继 续 Abel 的 工作 ,考虑 哪些 方程 可 以 

根 式 求解 ,出 身 富裕 才思 敏捷 的 Galois 用 根 的 置换 构成 的 群 等 知识 给 出 了 能 用 根 式 求解 
方程 的 条 件 . 文章 两 次 分 别 被 Cauchy 和 Fourier 遗失 ,而 Poisson“ 完 全 不 能 理解 ”,Galois 
曾 两 次 因 政 治罪 入 狱 并 于 1832 年 5 月 31 日 决斗 而 死 , 死 的 前 夜 将 结果 寄 给 了 他 的 朋友 . 
借助 于 Galois 的 研究 工作 ,还 可 以 证 明 自 公元 前 300 年 Euclid 开始 长 达 2000 年 的 限 用 圆 
规 直 尺 的 古 希 腊 四 大 几何 作 图 难题 : 将 任意 角 三 等 分 、 作 正 n 边 形 、 信 立方 ( 求 作 一 个 立方 
体 使 其 体积 为 单位 立方 体 体积 的 2 倍 ) 和 化 圆 为 方 ( 求 作 正 方形 其 面积 为 半径 为 1 的 圆 的 面 
积 x:r 是 超越 数 ) 是 不 可 能 的 . E.Galois 超越 时 代 的 天 才思 想 在 他 去 世 约 40 年 后 才 被 人 
理解 和 接受 , 正 是 由 于 他 的 奇特 思想 和 巧妙 方法 才 有 今天 的 近世 代数 , 即 代数 结构 . 
群 是 研究 相当 成 熟 的 一 种 代数 结构 , 其 研究 方式 是 根据 给 定 的 几 条 规则 去 研讨 其 性 
质 , 推导 过 程 是 在 符号 之 间 进 行 的 , 因此 是 一 种 形式 化 方法 ,各 种 各 样 的 逻辑 演算 系统 也 
是 采用 这 种 方法 . 这 种 形式 化 方法 训练 的 重要 性 在 计算 机 专业 至 关 重 要 , 因为 计算 机 处 理 
的 就 是 符号 . 同时 群 在 组 合计 数 、 快 速 加 法 器 设计 、 纠 错 码 研制 和 椭圆 曲线 算法 设计 等 方 再 
有 广泛 而 深入 的 应 用 . 

本 节 对 群 这 种 代数 结构 进行 较为 详细 的 讨论 ,通过 对 它 的 讨论 ,可 以 洞察 一 般 代数 结构 
的 讨论 模式 . 
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5.2.1 群 的 有 关 概 念 


群 除 有 一 个 非 空 集合 G 外 ， 生生 (的 全 和 ”及 所 满足 的 运算 性 质 

【定义 5-10】〗 设 G 是非 空 集合 ,“。， ”是 G 上 的 2 元 代数 运算 ,着 下 列 1 3 个 条 件 成 立 , 则 
(G,。) 称 为 群 (group). 

(1) 。 满 足 结合 律 : Vx,y,zEG,(x* y)* z=x* (y* xz). 

(2) G 关于。 有 单位 元 ,通常 记 为 e: VrEG,rx*e=e* X=x. 

(3) G 中 每 一 个 元 素 在 G 中 都 有 道 元 : YiEG,3r 1€Gx* x !=x 1!* x=e. 

正如 在 第 1 章 1. 3 节 所 说 ,运算 符号 可 以 根据 需要 选取 ,当然 可 以 按 上 节 用 * 号 表示 . 
选择 *。”, 是 因为 群 中 的 运算 可 以 读 作 “ 乘 ”(product 或 multiplication). 同时 ,在 仅 讨论 群 
时 ,可 以 省 略 运算 符号 ,但 我 们 不 打算 这 样 做 . 跟 上 节 一 样 ,在 不 强调 群 的 运算 符号 时 ,可 以 
将 (G,，) 记 为 G. 

容易 验证 ,实数 集合 R 关于 数 的 加 法 运算 十 构成 群 (R, 十 ). 但 R 关于 数 的 乘法 运算 。 
不 能 作成 群 , 即 (R，，…) 不 是 群 ,因为 0ER, 但 0 关于 乘法 运算 没有 逆 元 , 即 不 存在 zxER 满 
足 0。Zz 一 。0 一 1. 

【 例 5-11】 验证 : 非 0 实数 集合 R 一 {0) 关 于 数 的 乘法 ，。 运算 构成 群 . 

首先 R 一 (0} 关 于 。 是 封闭 的 : Yr,yER 一 {0}, 有 zx*yER 一 {0}. 

一 {0} 上 的 数 的 乘法 运算 。 满 足 
as VzsyszER—{0},(z*y z 一 Z。(y。z). 
(2) R 一 (0} 关 于 。 有 单位 元 1: wa {0} ,x * 1=1° x=x. 


(3) R 一 (0) 中 每 一 个 元 素 xER 一 {0} 在 R 一 de 示 一 -全 由 


人 
因此 ,CR 一 (0)，。) 是 群 . 
【 例 5-12〗 设 G={e,a,b,c), 其 上 的 “。” 运 算 见 表 5-5, 容 易 验证 (G,。) 是 群 , 称 为 
Klein 四 元 群 . 
表 5-5 
e a b c 

e e a b C 

a a e b 

b b 六 e a 

c [9 b a e 


【定义 5-11】 设 (G,，) 是 群 ,车 |G|= 二 =n 二 吕 , 则 称 (G,，。) 为 n 阶 有 限 群 (finite 
group) ;车 G 是 无 限 集合 , 则 (G,，) 称 为 无 限 群 (infinite group). 

esp de en yi 下 面 是 有 限 群 的 例子 . 

【 例 5-13】 设 A= R 一 } ,在 A 上 定义 6 个 映射 如 下 : 对 于 任意 zxEA， 


FV = jy = 工 ， = 
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双全 二 (a) = 


令 G={ 有 ,fz ,fs,f4,fs,fs}, 证 明 G 关 于 映射 (函数 ) 的 复合 运算 .构成 群 (G,。). 
证 首先 证 明 G 关 于 复合 运算 .是 封闭 的 .根据 复合 运算 的 定义 知 
(fio f(z) = f (f(z)), iyj =1,2,3,4,5,6, 
得 到 G 关于 复合 运算 。 的 运算 表 如 表 5-6 所 示 . 


i 


表 5-6 

济 fe fs fs fs fs 
万 A js fs fs fs fs 
fz fz A fi fs 狐 fs 
fs fa f 万 fz fs fs 
fs fs fs fs 多 fz 
fs fs fs 外 万 六 fs 
fs fe fs fs fs fs J 


例如 ,因为 (fa°f3) (zx)= fs(fs(z)) 无 [二 ) 1 二 fs(z), 所 以 户 。 记 一 


fs ,其 余 类 似 . 

由 表 5-6 知 ,G 关于 复合 运算 "是 封闭 的 . 

(1) 显然 ,复合 运算 * 满 足 结合 和 

(2) 由 表 5-6 知 ,G 关于 复合 运算 。 的 单位 元 是 户 ,因为 fi*fi=fi*f1=fi,i==1,2,3， 
4,5,6. 

(3) 由 表 5-6 知 f° 有 = 后 = 有 ;所 以 记 !==f 且 fi!1==fs. 类似 地 可 得 fi!= 记 ， 
订 ! 一 户 , 记 :一 户 , 让 :一 访 . 也 就 是 说 ,G 中 每 个 元 素 在 G 中 都 有 逆 元 . 

故 (G,") 是 群 .显然 ,(G,*) 是 6 阶 有 限 群 . 

【定义 5-12】 设 (C,') 是 群 , 若 其 运算 。 是 可 交换 的 , 则 称 (G,。) 为 交换 群 
(commutative group) 或 阿 贝 尔 群 (Abel group). 

容易 知道 , 例 5-11 和 例 5-12 是 阿 贝尔 群 , 例 5-13 是 非 阿 贝尔 群 . 

设 (G,，) 是 群 ,e 是 其 单位 元 素 ,对 于 任意 cEG,zEZ， 


心 一 ada.…a (n 为 正 整数 ); 


a 二 aleal。oa ll (nn 为 负 整 数 ). 
由 定义 知 ,对 于 负 整 数 n, 有 a 二 (a 1). 
元 素 a 的 阶 是 使 得 a”==e 的 最 小 正 整 数 ,用 |a| 表 示 . 
与 半 群 中 只 能 定义 元 素 的 正 整数 方 寡 有 所 不 同 , 因 为 G 中 有 单位 元 素 , 可 以 定义 0 次 
方 客 ,因为 每 个 元 素 都 有 逆 元 就 可 以 定义 负 整数 方 寡 . 
需要 注意 的 是 , 方 寡 运算 是 对 群 中 的 运算 来 说 的 . 如 在 群 (Z, 十 ) 中 ,有 3 一 一 一 3,3 一 
"1 


3 十 3 二 6,3 了 二 37! 十 3 1 二 (一 3) 十 (一 3) 6 等 . 

设 (G,，) 是 群 , 若 存在 <cEG, 使 得 G 中 每 个 元 素 均 为 a 的 某 整 数 方 究 , 则 称 (G,，。) 为 
循环 群 (cycle group). 

容易 验证 ,(Z , 十, ) 是 m 阶 循环 群 ,(Z, 十 ) 是 无 限 循环 群 . 

由 群 的 定义 知 , 群 是 含有 乏 元 e 的 半 群 . 在 下 面 讨 论 群 的 有 关 结 论 时 ,关键 是 利用 “ 群 
中 任意 元 素 均 存在 逆 元 ” 

【定理 5-2】 设 (C,. ) 是 群 , 则 . 满足 消去 律 . 

证 ”对 于 任意 4a,b6,cEG, 若 a，b 二 a。c, 因 为 a€EG 有 逆 元 a-!1EG, 于 是 有 a 1 ，(a。 
中 二 a 1。(a。c), 因 此 (ae-:。a)。0 一 (ao 1，a)。c,e*b 二 ec, 所 以 5 二 c. 这 样 ,满足 左 
消去 律 . 同 理 可 证 ,* 满足 右 消去 律 . 


5.2.2 池 群 


一 般 来 说 , 子 群 比 原来 的 群 要 “小 ”, 对 子 群 的 研究 可 以 洞察 原 群 的 一 些 性 质 . 
【定义 5-13】〗 设 (G,，。) 是 群 ,BD 关 HSG, 若 H 关 于 群 G 的 运算 构成 群 , 则 称 (五 ,，) 
是 (G,，) 的 子 群 (subgroup), 记 为 (是 ,，) 三 (G,，), 可 简 记 为 HG. 
根据 定义 容易 验证 (Z, 十 ) 三 (R, 十 ). 
对 于 任意 群 (G,，), 设 e 为 其 单位 元 , 则 {e} 和 G 都 是 G 的 子 群 , 称 为 G 的 平凡 子 群 . 
【定理 5-3】 设 (G,，) 是 群 ,了 关 HSG, 则 日 <G 当 且 仅 当 下 列 条 件 成 立 : 
(1) VzyyEHH, 有 zxz*yEH, 且 
(2) YxEH, 则 zz 在 G 中 的 逆 元 zx-1E 万 . 
证 ”必要 性 显然 . 为 证 明 充分 性 ,根据 子 群 定 义 , 只 需 证 明 G 中 的 单位 元 ecE 瓦 即 可 . 
因为 五 非 空 , 必 存 在 cE 万 . 由 (2) 知 ,a-!1€EH. 由 (1) 知 ,a*a-!=e€H. 
【 例 5-14】〗 设 (C,. ) 是 群 , 令 Z(G) 表 示 所 有 与 G 中 元 素 可 交换 的 元 素 组 成 的 集合 , 即 
Z(G)=={r1x€EG,Ya€EG:rx*a=a* xX), 则 2Z(G) 过 G, 称 Z(G) 为 G 的 中 心 . 
证 ”由 于 对 于 任意 a€EG 均 有 e。，。a==a。e, 所 以 有 eEZ(G) 关 2. 
(1) Vx,yE2Z(G), 由 已 知 对 于 任意 aEG 有 Xx，*a==a*x,y，a 二 a*。y, 于 是 
(Tx*y) a=re (ya =r ae y= (ra y= (4X) y =a (rey), 
所 以 有 xx， yEZ(G). 
(2) YzEZ(G) , 则 对 于 任意 acEG 有 a-!，x==x，a-! ,两 边 取 逆 得 zx!，a=a* x-!， 
此 二 1EZ(G). 
由 定理 5-3 知 ,Z(G) 志 G. 
可 以 证 明 Lagrange 定理 : 车 G 是 有 限 群 .HG, 则 |HI|IG|. 
群 的 同 态 与 同 构 是 借助 于 映射 去 讨论 两 个 群 之 间 的 关系 , 它 是 研究 群 的 一 种 重要 方法 . 


s.2.3 和 群 的 同 态 


类 似 于 5. 1 节 一 般 代数 结构 间 的 同 态 映射 定义 如 下 。 
【定义 5-14】 设 (Gi,* ) 和 (Gs,,*) 是 群 ,如 果 存 在 g:G1 一 Gs 且 9p 保持 运算 , 即 对 于 任 
意 zi,xzEG1, 均 有 p(xi* zy) 二 g(xz1)°q(zz), 则 称 g 为 群 (G1 ,x ) 到 群 (Gs,。) 的 同 态 映 
射 ,又 称 群 (Gi ,x ) 与 群 (G,,。) 同 态 . 若 p 还 是 双 射 , 则 称 p 为 群 (G1, x ) 到 群 (Gs,。) 的 同 
构 映 射 ,又 称 群 (G1, * ) 与 群 (G,,*) 同 构 , 记 为 (G1, * ) 实 (G;,.*). 
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【 例 5-15】〗 设 (R+ ,。) 是 正 实数 集合 关于 数 的 乘法 运算 构成 的 群 ,(R, 十 ) 是 实数 集合 
于 数 的 加 法 运算 构成 的 群 , 证 明 : 群 (R* , 。) 与 群 (R, 十 ) 同 态 . 
证 令 p:R+ 一 R,p(z) 一 In z,VYzER+-. 对 于 任意 zzzER+ ,因为 
px1* Xx2) = ln (zizzs) = nzttln z= px) ox), 
所 以 ,yp 是 群 (R+ ,，) 到 群 (R, 十 ) 的 同 态 映射 . 故 (R+ ,。) 与 (R, 十 ) 同 态 . 
下 例 是 不 同 构 的 两 个 群 的 例子 . 
【 例 5-16】 证 明 : 非 0 实数 集合 R* 关于 乘法 运算 所 构成 的 群 (R* ，，) 与 实数 集合 
R 关于 加 法 运算 所 构成 的 群 (R, 十 ) 不 同 构 . 
证 假设 (R* ,，… ) 衬 (R, 十 ), 则 存在 同 构 映射 p, 这 时 (1) 一 0. 
设 g( 一 1)==a, 则 a 关 0, 而 pg(1)=pg(( 一 1) ， (一 1))=p( 一 1) 十 pg( 一 1)=a 十 4=24==0， 
于 是 a 二 0 矛盾 . 


习 题 5.2 


1. 令 R[x] 表 示 所 有 系数 为 实数 的 关于 x 的 多 项 式 组 成 的 集合 ,验证 RLz] 关 于 多 项 式 
的 加 法 运算 构成 群 (RLz], 十 ). 

2. 令 M,(R) 表 示 元 素 为 实数 的 所 有 7 阶 方 阵 组 成 的 集合 ,验证 M,(CR) 关 于 和 矩阵 的 加 
法 运算 构成 群 (M, (R), 十 ), 并 说 明 M, (R) 关 于 和 矩阵 的 乘法 运算 。 所 作成 的 代数 结构 
(M,,(R)，。…) 不 能 构成 群 . 

3. 设 2 二 {0,1,2,…,m 一 1) ,十 , 是 模 m 加 法 运算 ,*…, 是 模 m 乘法 运算 . 

(1) 证 明 ;(Z, 十, ) 是 群 . 

(2) 举例 说 明 ,一 般 情况 下 (Zz, 一 (10)，。…) 不 是 群 ,并 推出 (Z, 一 {10)，*…) 是 群 的 充 要 
条 件 . 

4. 设 整 数 集合 ZZ 上 定义 * 运 算 如 下 : 

Vrsy E ZT*y= zy—2. 


证 明 ;(Z，* ) 是 阿 贝 尔 群 . 

5. 设 S 是 任意 非 空 集合 ,G 是 所 有 S 到 S 的 所 有 双 射 组 成 的 集合 , 则 G 关于 映射 的 复 
合 运算 "构成 群 . 

6. 设 (G,. ) 是 群 , 若 对 于 任意 zxEG 都 有 xz: 一 e, 其 中 ee 为 G 中 的 单位 元 , 则 (G,。) 是 
阿 贝 尔 群 . 

7. 集合 X 的 寡 集 已 (X) 关 于 集合 的 对 称 差 运算 四 构成 群 (P(CX) , 申 ). 

8. 证 明 : 群 (G,，。) 只 有 单位 元 素 是 其 唯一 的 备 等 元 素 . 

9. 设 (G,.) 是 有 限 群 且 1G| 是 偶数 , 则 G 中 必 存 在 元 素 zx 关 e 满足 x+，x=e, 其 中 e。 为 
G 中 的 单位 元 . 

10. 设 (G,.) 是 有 限 半 群 , 若 . 运算 满足 消去 律 , 则 (G,，。) 是 群 . 

11. 设 G={f|f:R 一 R, 3a,bER,a 关 0,f(x) 二 ax 十 6),G 上 的 运算 为 映射 的 复合 。, 则 

(1) (G,。) 是 群 . 

(2) 设 H={f|fEG,f(x)=x 十 0}, 则 HG. 

(3) 设 K={f|lfE€G,f(z)=az}), 则 KG. 
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12. 设 G={(zx,y)|zx,yER,z 关 0) ,对 于 任意 (zx1,y1)EG 和 (xs ,yz)EG 定义 
(zliy yi)。(zzvyz) 一 (Zizzyzyl 十 yz)， 
证 明 
(1) (G,，) 是 非 阿 贝尔 群 . 
(2) 令 五 ={(1,y)1yER}, 则 HSG. 
13. 令 9: R>R* ,p(z) 一 er ,证 明 :p 是 (R, 十 ) 到 (CR ,。) 的 同 态 映 射 . 


5.3 环 和 域 


群 是 仅 有 一 个 二 元 运算 的 代数 结构 , 环 是 有 两 个 二 元 运算 的 代数 结构 . 环 理论 在 计算 机 
科学 特别 是 在 编码 理论 的 研究 中 有 诸多 应 用 . 


5.3.1 环 的 定义 


【定义 5-15】 设 (R, 十 ,，) 是 含 两 个 二 元 运算 的 代数 结构 ,车 
(1) (R, 十 ) 是 阿 贝 尔 群 . 
(2) (R,，。) 是 半 群 . 
(3) 。 对 十 可 分 配 . 
则 称 (R, 十 ,，) 是 环 (ring). 
为 了 方便 ,通常 将 环 的 第 一 种 运算 十 称 为 加 法 ,第 二 种 运算 。 称 为 乘法 ,同时 规定 乘法 
运算 较 加 法 运算 级 别 高 . 跟 以 前 一 样 , 环 的 加 法 和 乘法 一 般 不 是 数 的 加 法 和 乘法 . 
下 面 是 几 种 常见 的 环 的 例子 . 
【 例 5-17】 容易 验证 关于 数 的 加 法 和 乘法 运算 ,下 列 代数 结构 是 环 . 
(1) (Z, 十 ,，。) (整数 环 ). 
(2) (R, 十 ，。). 
【 例 5-18】〗 设 R 是 所 有 阶 整数 矩阵 组 成 的 集合 , 则 尺 对 于 矩阵 的 加 法 运算 十 和 和 抢 阵 
的 乘法 运算 ,构成 环 , 称 为 矩阵 环 . 
解 〈1) CR. 十) 是 阿 贝尔 群 , 其 加 法 么 元 为 零 矩阵 0, 任 意 元 素 AER 关于 加 法 的 逆 元 
为 其 负 和 矩阵 一 4. 
(2) (R,。) 是 半 群 . 
(3) 矩阵 乘法 运算 。 对 加 法 运算 十 可 分 配 , 即 对 于 任意 A,B,CER 有 
A.(B+O)=A.B+A.C 
(B+COC).A=B.A+C.A 


因此 (R ,十 ,。) 是 环 . 

【 例 5-19】 验证 ,Zz 二 {0,1,2,…,n 一 1} 对 于 模 加 法 运算 十 , 和 模 n 乘法 运算 ,构成 
环 , 称 为 模 n 剩余 类 环 . 

【 例 5-20】 设 所 有 实数 集合 R 上 的 关于 z 的 多 项 式 组 成 的 集合 为 RLz], 则 RLz] 对 于 
多 项 式 的 加 法 运算 十 和 多 项 式 的 乘法 运算 。 构 成 环 , 称 为 R 上 的 多 项 式 环 . 


5.3.2 几 种 特殊 的 环 


下 面 介绍 几 种 特殊 的 环 . 
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【定义 5-16】 设 (R, 十 ,， ) 是 环 , 若 

(1) R 中 的 乘法 运算 。 可 交换 , 则 称 (R, 十 ,。 ) 是 交换 环 . 

(2) R 中 的 乘法 运算 有 乏 元 , 则 称 (R, 十 ,* ) 是 含 么 环 ,其 乘法 么 元 记 为 1. 

(3) 对 于 任意 x 隆 0,y 隆 0 均 有 x，y 隆 0, 则 称 (R, 十 ,* ) 是 无 零 因子 环 ,其 中 0 是 环 的 
零 元 (加 法 么 元 ). 

(4) (R, 十 ,。) 是 含 么 .无 零 因子 .交换 环 , 则 称 (R, 十 ，，) 为 整 环 (integral domain ). 

(5) (R,， 十 , 。) 是 含 么 环 且 任意 wc(a 和 0 且 uER) 关 于 乘法 运算 都 有 逆 元 , 则 称 
CR, 十，，) 为 除 环 . 

关于 交换 环 或 含 么 环 的 判断 是 容易 的 ,对 于 无 零 因子 环 有 以 下 说 明 . 

a 环 的 零 元 是 加 法 么 元 . 

@ 对 于 整数 环 (Z, 十 ，。，) ,因为 其 零 元 是 0, 对 于 任意 z 尖 0,y 天 0 均 有 zx，y 闫 0, 所 以 
整数 环 (Z, 十，，) 是 无 零 因子 环 . 

@ 车 x 关 0,y 关 0 且 x， yy 二 0, 则 称 x 和 wy 是 零 ( 的 ) 因 子 .含有 零 因 子 的 环 称 为 有 零 因 
子 环 . 例如 ,对 于 模 6 剩余 类 环 (Ze ,十 。，*), 其 零 元 为 0, 显然 2 和 关 0,3 和 天 0, 但 2 .3 一 0, 所 以 
2 和 3 是 零 因子 ,因此 环 (Z ,十 。，*") 是 有 零 因 子 环 . 

【 例 5-21】 对 于 mm 二 1, 模 mx 剩余 类 环 (Z, ,十 ,,，*,) 是 无 零 因 子 环 的 充 要 条 件 是 mm 为 
素数 . 

证 (=) 假设 mm 不 是 素数 , 则 存在 正 整 数 k&,1E Z 使 得 kl 二 mr, 这 时 有关 0,1 关 0, 而 
kl 二 0, 所 以 有 ,LEZ 是 零 因子 ,与 (2 ,十 。，.) 是 无 零 因子 环 矛 盾 . 

(二 ) 车 m 为 素数 ,对 于 任意 ,LE Zs 车 k 关 0,L 关 0, 则 kL(modm) 隆 0, 于是! 关 0, 因 
此 (2Z ,十 ,。，*) 是 无 零 因子 环 . 

根据 定义 ,在 m=1 时 ,({0) ,十 ,。) 也 是 无 零 因子 环 . 

很 容易 验证 ,(Z, 十 ,，) 是 整 环 但 不 是 除 环 . 下 面 介绍 一 个 重要 的 除 环 的 例子 一 一 四 
元 数 除 环 ,在 计算 机 图 形 学 中 ,四 元 数 (quaternion) 可 用 于 讨论 四 维 分 形 的 三 维 投影 . 

【 例 5-22】 设 i, j,k 是 3 个 符号 ,规定 i, jj, k 之 间 的 乘法 如 表 5-7 所 示 . 称 4 十 bi 十 cj 
十 dk 为 四 元 数 ,其 中 a, b, c,d 是 实数 . 所 有 四 元 数 表 5-7 
组 成 的 集合 为 R, 对 于 任意 a 十 bi 十 cj 十 dikER 和 


i j k 
az 十 bai 十 coj 十 dskER, 规 定 其 上 的 加 法 运算 十 为 “ 合 er” 
并 同类 项 ” - 

Kat | Do i daval Dido ly . | E 
=(ai 十 as) 十 (bi 十 bo)i+ (etc)i+ (di 二 dad)k k j 二 


其 上 的 乘法 运算 ， 为 “使 用 分 配 律 展开 , 按 表 5-7 的 乘 
法 计算 ,再 合并 同类 项 ”: 
(ai 十 ji 十 cj 十 dk)。(as 十 pi 十 czj 十 czk) 
(alias — bibs 一 cics — dids) + (aibs 十 ao 十 cads 一 daicz)i 十 
(aics 十 azcil 十 pda 一 pcd)j 十 (aacs 十 azdi 十 cs 一 boci)k 
则 CR, 十, ，) 是 除 环 . 
证 ”容易 验证 (R, 十 ,. ) 是 环 . 对 于 任意 0 六 a 十 bi 十 cj 十 dkER, 其 乘法 逆 元 为 


1 


(a 
a’ 二 芒 +e? +d? 
所 以 (R, 十 ,，，。) 是 除 环 . 但 注意 到 ,R 关于 乘法 运算 。 不 可 交换 . 


5.3.3 域 的 定义 


【定义 5-17】 设 (F, 十 ,。) 是 环 , 若 (F 一 {0},。) 是 阿 贝 尔 群 , 则 称 (F, 十 ,。) 是 域 
(field). 

根据 定义 知道 ,对 于 域 (F, 十 ,，) 有 |F| 宇 2. 

【 例 5-23】 验证 : (R, 十 ,。) 是 域 , 而 整数 环 (Z, 十 ,。) 不 是 域 . 

解 ” 因 为 (R, 十 ,。) 是 环 且 (CR 一 !40},。) 是 阿 贝 尔 群 ,所 以 (R, 十 ,。) 是 域 . 

虽然 (Z, 十 ,。) 是 环 , 但 (Z 一 {0}, 十 ,。) 不 是 群 , 因 为 Z 中 除 1 和 一 1 外 其 余 元 素 关于 
乘法 运算 在 Z 中 都 没有 逆 元 . 

实际 上 ,常见 的 3 种 数 域 分 别 为 有 理 数 域 (Q, 十 ，，)、 实 数 域 (R， 十 ，，)、 复 数 域 
(C, 十 ，。). 

【 例 S-24】 设 F={a 二 bY31a,bEQ}, 则 下 关于 数 的 加 法 十 和 和 矩阵 乘法 ，。 构 成 域 . 

证 容易 验证 (F, 十 ,。) 是 环 . 对 于 任意 0 关 a 十 5 V3 EF, 车 a 一 bV3 关 0, 则 1/(a 十 
bVN3)==a/(a 一 30:) 一 bYV3/(a?: 一 3 )EF, 若 a 一 bV3 = 二 0, 则 a=bV3 关 0, 这 时 1/(a 十 
bYV3) 二 V3/6bEF. 于 是 a 十 bYV3 关 0 均 有 逆 元 ,因此 (FE 一 {0},。) 是 阿 贝 尔 群 ,进而 (FE, 十 ,，) 
是 域 . 

由 于 (R,， 十 ,。) 是 整 环 ,由 例 5-23 可 进一步 证 明 下 例 . 

【 例 5-25】 证 明 : 域 是 整 环 , 但 整 环 不 一 定 是 域 . 

证 对 于 域 (F, 十 ,。), 显 然 它 是 含 么 交换 环 . 对 于 任意 0 隆 +,yEF, 若 +， y= 二 0, 因 为 
x 1 存在 ,于 是 x-!。(x，y)= 二 x-!。，0, 因 此 y==0, 与 y 关 0 矛盾 ,因此 (F, 十 ,，。) 是 无 零 因子 
环 . 所 以 域 (Ff, 十 ,，) 是 整 环 . 

显然 (Z, 十 ,。，) 是 整 环 但 不 是 域 . 

下 面 证 明 : 

【定理 5-4】 阶 宇 2 的 有 限 整 环 是 域 . 

证 设 (F, 十 ,。) 是 有 限 整 环 ,只 需 证明 (F 一 {0;},。) 是 群 即 可 .对 于 任意 a€E 下 一 {0}， 
邻 aF=={a，x|zxEF}) ,构造 映 身 

f: F—>aF,f(r)=a.zr,VrEF 

(1) 若 f(z1)==f(zxs), 即 a。zi=a。zxs; 由 于 a 关 0, 于 是 z= 二 zs, 所 以 f 是 单 射 . 

(2) 对 于 任意 yEaF, 存 在 xEF 使 得 y= 二 a* x, 于 是 f(x) 二 y, 即 f 是 满 射 . 
因为 下 有 限 且 waF SCF, 所 以 下 =aF. 由 于 1€F=aF, 必 存在 bEF 使 得 a* b==1, 于 是 
4b 是 a 关于 乘法 运算 的 逆 元 . 

故 (F, 十 ,， ) 是 域 . 


5.3.4 有 限 域 


有 限 域 (finite field) 称 为 Galois 域 ,有 9 个 元 素 的 Galois 域 记 为 GF(g). 
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(十 太 十 cj 十 dk) 一 bi 一 cj 一 dk) 


有 限 域 理论 在 计算 机 密码 学 中 有 着 非常 重要 的 应 用 ,特别 是 研究 公 钥 密 码 学 中 的 大 素 
数 测试 算法 和 椭圆 曲线 密码 体制 (elliptic curve cryptography). 

【 例 5-26】 验证 : 环 (Z; ,十 ;,*;) 是 域 .但 (Zi ,十 ;，*) 不 是 域 . 

解 ” 因 为 (Zs ,十 ;,*s) 是 交换 环 , 只 需 验 证 (Zs 一 {10},*…s) 是 群 即 可 . 由 于 1 ,51 一 1， 
2 "3 二 1,4 “4 一 1, 于 是 对 于 乘法 运算 来 说 有 1I '=1,2 '==3,3 '= 二 2,4 一 4. 

对 于 环 (Ze ,十 *，") ,因为 2 .3 王 0,.2 和 3 是 零 因 子 , 所 以 (Ze ,十 。，*) 不 是 整 环 , 进 而 
不 是 域 . 

可 以 证 明 : 

【定理 5-5】 环 (Z, ,十 , ,，*) 是 域 当 且 仅 当 mx 是 素数 . 

证 (一 ) 车 m 不 是 素数 , 即 存 在 1<k,! 二 m 使 得 mr 二 ,这 时 0 天 REZ， 上 且 有 光一 
0,& 和 /! 是 零 因子 ,与 已 知 (Z。 ,十 。, "ww) 是 域 矛 盾 . 

(二 ) 设 m 是 素数 ,对 于 任意 0( 关 zEZ,, 则 工 与 zz 互 素 , 即 存在 整数 p,g 使 得 px 十 
gm 二 1, 这 时 (pz 十 gm) (mod mm) 二 1, 于 是 p(modm) wz 王 1, 因 此 zx 的 关于 乘法 运算 的 逆 元 
为 p(mod m) € 2,. 

下 面 将 不 加 证 明 地 给 出 几 个 关于 有 限 域 的 结论 , 先 给 出 域 的 同 态 与 同 构 的 定义 . 

【定义 5-18】〗 设 (Fi, 十 ,，) 和 (Fs,, 四 , 昌 ) 是 域 , 若 p: 一 Fs 且 9 分 别 保持 域 的 加 
法 运算 和 乘法 运算 , 即 


GXT1+zx2) = p(x1) PD ox) 
GX1* X2) = (x1)O p(xs) 
则 称 g 为 (Fi, 十 ,，) 到 (Fs, 四 , 虽 ) 的 域 同 态 映 射 . 若 p 是 双 射 且 9 是 域 同 态 映射 , 则 称 
9 为 (Fi ,十 ,，) 到 (Ps, 申 , 日 ) 的 域 同 构 映 射 ,又 称 域 (Fi ,十 ,，) 与 (F,, 申 , 日 ) 同 构 , 记 
为 (Fi ,十 ,。) 衬 (F;, 由 ©). 
【定理 5-6】 下 面 结 论 成 立 : 
(1) 设 (F, 十 ,* ) 是 有 限 域 , 则 存在 素数 p 和 正 整 数 n 使 得 |F|=p”. 
(2) 对 于 任意 素数 p 和 正 整 数 , 存 在 加 个 元 素 的 有 限 域 . 
(3) 元 素 个 数 相 同 的 有 限 域 是 同 构 的 . 


习 题 5.3 


1. 验证 整数 集合 Z 关 于 数 的 加 法 十 和 乘法 运算 ，。 构 成 环 . 
a 妈 R={( jabrevde 可 , 则 上 关于 短 隆 的 加 法 十 和 短 隆 和 . 构成 环 . 
村 

3. 设 R={a 十 bYV31a,5E2Z), 则 R 关 于 数 的 加 法 十 和 和 矩阵 乘法 。 构 成 环 . 

4. 设 尽 是 区 间 ( 一 co ,十 co) 上 的 所 有 连续 函数 组 成 的 集合 ,对 于 任意 f,gER, 定 义 

(Cf 十 g)(Cz) = FrGz) 十 g(z),(CF。g)(z) = f(g(r)), Yr EE (一 co 十 co) 

试 判断 (R, 十 ,*) 是 否 能 构成 环 . 

5. 设 X 是 集合 ,PCX) 是 X 的 寡 集 ,证 明 : P(X) 关 于 集合 的 对 称 差 运算 办 和 集合 的 交 
运算 门 构成 环 (P(X) , 申 , 门 ). 

6. 证 明 : (R[xj], 十 ,。) 是 整 环 但 不 是 除 环 . 
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7. 证 明 : 乘法 运算 可 交换 的 除 环 是 整 环 . 

8. 设 RR={c+piilaoEQ): 则 尺 关 于 数 的 加 法 十 和 和 矩阵 乘法 .构成 除 环 , 该 环 称 为 高 
斯 数 环 . 

9. 设 R=ZXZ, 定义 尺 上 的 加 法 十 运算 和 乘法 运算 如 下 : 

对 于 任 南 的 ER 人 克 攻 本 5 
(ziyy) 十 (zzyy) 王 (z 十 zy 十 y%) 
(ziyy)。(zyyz) 一 (zi。zzyy。y) 
证 明 : (R, 十 ,，) 是 环 ,并 求 出 该 环 的 所 有 零 因 子 . 

10. 设 (R, 十 ，。) 是 售 么 交换 环 ,x KR 是 未 定 元 ,对 于 任意 ~*ER,z。r 一 r。2. 
RLz]=(FCz)|FGz) 一 ao 十 az 十 … 十 aazayaiER 一 0, 1 2 一 1,2EN), 则 尺 Lz] 关 了 
项 式 的 加 法 十 和 乘法 .构成 环 , 称 (RLz], 十 :。) 为 环 玉 上 的 关于 x 的 一 元 多 项 式 环 . 

11. 设 (R, 十 ,，) 是 环 ,车 R 的 乘法 运算 满足 短 等 性 , 即 对 于 任意 xER 有 zx， 
Xz 二 x, 则 称 (R， 十 ，，) 是 布尔 环 . 证明: 

(1) 对 于 任意 xzER 有 zx 十 x=0. 

(2) 布尔 环 是 交换 环 . 

(3) 若 |RI 二 2, 则 (R,， 十 ，。) 不 是 整 环 . 

12. 设 (R, 十 , ，) 是 环 ,A=R ,定义 A 上 的 运算 分 别 为 函数 的 加 法 与 乘法 , 即 : 对 于 任 
意 f,g€EA,(f+g)(z)=f(z)+g(r) (fg) (rT)=f(r)* g(x), YrE R. 证 明 ; (A, 十 ,，) 
是 环 . 

13. 设 (R, 十 ,。) 是 含 么 1 的 环 ,对 于 任意 xz,yER, 定 义 

TOBy=zr+y+1l, rzrOy=zreyt+rtity 
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证 明 : 

(1) (R, 四 ,加 ) 是 含 么 环 . 

(2) 令 p(Cz)=z 一 1, 则 9p 是 环 (R, 十 ,，) 到 环 (R, 申 ,@) 的 同 构 映 射 . 

14. 验证 : 高 斯 数 环 (R, 十 ，…) 是 域 ,其 中 R={a 二 bila,bEQ). 

15. 构造 一 个 3 阶 域 (F, 十 ,。) 的 运算 表 . 

16. 设 (C, 十 ,。) 是 复数 域 , 令 pg: C 一 C,p(a 十 bi) 一 < 一 bi 其 中 让 = 一 1, 则 yp 是 
(C, 十 ,，) 的 自 同 构 映射 . 


s.4 格 与 布尔 代数 


格 论 是 Dedekind 在 1935 年 研究 交换 环 及 其 理想 时 提出 的 , 它 是 一 种 重要 的 代数 结构 . 
格 论 是 计算 机 语言 的 指称 语义 的 理论 基础 ,在 计算 机 应 用 逻辑 研究 中 有 着 重要 作用 . 

布尔 代数 是 英国 数学 家 George Boole 在 1847 年 左右 在 对 逻辑 思维 法 则 进行 研究 时 提 
出 的 ,后 来 很 多 数学 家 特别 是 E. V. Hungtington 和 E. H. Stone 对 布尔 代数 进行 了 一 般 化 研 
究 , 在 1938 年 C.E. Shannon 发 表 的 A Symbolic Analysis of Relay and Switching Circuits 
论文 ,为 布尔 代数 在 工艺 技术 中 的 应 用 开创 了 先河 , 自 此 以 后 布尔 代数 在 自动 推理 和 逻辑 电 
路 设计 的 分 析 和 优化 等 问题 的 讨论 中 都 有 着 最 直接 的 应 用 ,作为 计算 机 设计 基础 的 (数字 逮 
辑 ) 就 是 布尔 代数 . 
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本 节 先 介绍 格 ,在 此 基础 上 引入 分 配 格 和 有 补 格 ,而 把 布尔 代数 作为 一 种 特殊 的 格 加 以 
讨论 . 格 和 布尔 代数 都 是 按 “ 序 结构 ”进行 的 讨论 ,它们 本 质 上 也 是 代数 结构 . 


5.4.1 格 的 定义 和 性 质 


设 (L ,三 ) 是 偏 序 集 , 三 是 L 上 的 偏 序 .一 般 来 说 工 中 的 两 个 元 素 的 上 确 界 及 下 确 界 不 
一 定 存在 . 例如 哈 斯 图 如 图 5-1 所 示 的 偏 序 集 ,{c.,5} 无 上 确 界 ,{a,d}) 无 下 确 界 . 

【定义 5-19】 设 (L ,三 ) 是 偏 序 集 , 若 工 中 任意 两 个 元 素 都 存在 上 确 界 以 及 下 确 界 , 则 
称 (L ,三 ) 是 格 (lattice). 为 了 方便 ,这 样 的 格 可 称 为 偏 序 格 . 

根据 定义 知 ,如 图 5-2 和 图 5-3 所 示 的 偏 序 集 都 是 格 . 


1 1 
| 1 b 
a 
a C 
d a d a 
的 b C 0 
(a) (b) 


图 5-1 图 5-2 图 5-3 


如 图 5-3(a) 所 示 称 为 钻石 格 ,如 图 5-3(b) 所 示 称 为 五 角 格 . 

【 例 5-27】 证 明 : (P(X), 忆 ) 是 格 , 其 中 PCX) 是 集合 X 的 寡 集 . 

证 显然 ,(P(X), 忆 ) 是 偏 序 集 . 对 于 任意 A,BE P(X), 就 集合 包含 关系 来 说 ,有 
sup {A,B}=AUBEP(X),inf {A,B}=ANBEP(X), 所 以 (P(X), 己 ) 是 格 . 

如 图 5-4(a) 一 图 5-4(c) 所 示 分 别 是 X={a} ,fa.p) ,fasb,c} 时 格 (P(X), 己 ) 的 哈 斯 图 . 
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{a} 
{a,b} Ce | 可 
{a 7 {a 


(a) (b) 


图 5-4 


类 似 地 ,所 有 A 到 B 的 关系 构成 的 集合 如 关于 包含 关系 “S ”构成 格 (2,S). 

【 例 5-28】 证 明 : (D,, |) 是 格 ,其 中 D, 是 自然 数 n 的 正 因 数组 成 的 集合 ,| 是 其 上 的 
整除 关系 . 

证 显然 ,(D,,|) 是 偏 序 集 . 根据 整除 关系 定义 知 , 对 于 任意 zx,yED, 有 

sup {zy}=LCM(z,y)=[zx,y] ED,; inf {zx,y}=GCD(z,y)= (x,y)ED,. 所 以 ， 
(D, ,| ) 是 格 . 

如 图 5-5 所 示 分 别 是 二 8, 6, 30 时 格 (D,, |) 的 喻 斯 图 . 

【 例 5-29】 令 下 是 所 有 合式 公式 (WFF) 组 成 的 集合 ,二 是 公式 间 的 逻辑 蕴涵 关系 , 则 

" L909 
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DS 


(a) (b) (9) 


(下 ,之 ) 是 格 . 

证 显然 ,CF, 一 ) 是 偏 序 集 . 就 逮 辑 蕴涵 关系 来 说 ,对 于 任意 A,BEF. 

(1) 由 于 A 二 AVB,B 二 AVB, 于 是 AVB 是 {A,B} 的 上 界 . 如果 A 二 C,B 二 >C, 那 么 
AVB=>C, 所 以 sup {A,B}=AVBEF. 

(2) 因为 A 入 B 二 A,A 入 B 二 >B, 于 是 A 人 B 是 {A,B} 的 下 界 . 如果 C=>A,C 二 B, 那 么 
C=>A AB, 所 以 inf {A,B}=AABEF. 

由 (1) 和 (2) 知 ,(F, 一 ) 是 格 . 

设 (L, 三 ) 是 格 ,对 于 任意 x,yEL,{x,y} 的 上 确 界 sup {x,y} EL 存在 且 {x,y}) 的 下 确 
界 inf {x,y) EL 存在 ,这 时 sup {x,y) 和 inf {z,y) 还 是 唯一 的 ,因此 可 以 定义 格 上 的 求 上 
确 界 运算 “十 ”和 求 下 确 界 运算 “。”. 

【定义 5-20】 设 (L, 三 ) 是 格 ,对 于 任意 zx,yEL ,分别 定义 格 上 的 求 上 确 界 运算 “十 ”和 
求 下 确 界 运算 ”。 ”为 


z+y= sup {x,y)} (1) 
zx*y= inf {zr,y}) 《2 
例如 ,在 格 (P(X), 忆 ) 中 ,对 于 任意 A,BEP(X) 有 
A+B=AUB, A.B=ANB 
在 例 6-3 中 的 格 (F,=) 中 ,对 于 任意 A,.BEF 有 
A+B=AVB, A.B=AAB 

显然 , 格 (L, 三 ) 上 求 上 确 界 运算 “十 ”和 求 下 确 界 运算 “。” 是 上 的 代数 运算 . 

格 中 的 “十 ”是 求 上 确 界 运算 ,可 以 看 作 是 格 的 加 法 运算 , 读 作 “加 ”; 同样 , 格 中 的 “。” 
是 求 下 确 界 运算 ,可 以 看 作 是 格 的 乘法 运算 , 读 作 * 乘 ” 

这 种 表示 格 的 求 上 (下 ) 确 界 运 算 的 符号 十 (。) 与 通常 所 采用 的 运算 符号 V (人 ) 不 尽 
一 致 ,这 样 做 是 为 了 与 后 面 讨论 的 布尔 代数 所 采用 的 运算 符号 一 致 . 通过 第 5 章 的 学 习 , 所 
用 符号 不 会 引起 任何 混淆 , 且 便 于 读 写 . 

由 于 “上 确 界 二 上 界 ” 以 及 “下 界 二 下 确 界 ”, 根 据 定义 5-20 易 知 . 

【定理 5-7】 设 (L, 三 ) 是 格 , 则 对 于 任意 zx,yEL 有 : 

(1) zz y, yz y; 

(2) TyETsT* YS; 

为 了 方便 讨论 格 的 其 他 性 质 , 先 介绍 格 的 对 偶 原 理 , 它 本 身 是 格 的 重要 性 质 之 一 . 

设 (L, 三 ) 是 格 , 宇 是 三 的 道 关系 , 即 y 辫 工会 z 魏 y 显然 ,(L, 宇 ) 是 格 . ( 工 , 委 ) 与 
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( 工 ,三 ) 的 喻 斯 图 是 互 为 颠倒 的 . 于 是 ,对 于 任意 zx,yEL 有 
ep = 0) 

若 工 关于 存在 最 大 元 素 , 记 为 1, 则 (L, 宇 ) 有 最 小 元 素 , 记 为 0; 若 工 关于 二 存在 最 小 元 

素 0, 则 (L, 三 ) 有 最 大 元 素 1. 

【定义 5-21】 对 于 任意 关于 格 (L, 三 ) 的 命题 ,将 命题 前 提 和 结论 中 的 (1) 三 改 为 宇 ; 
(2) 十 改 为 。; (3) ， 改 为 十 ; (4)0 改 为 1; (5)1 改 为 0 所 得 到 的 命题 称 为 原 命题 的 对 偶 
命题 . 

显然 有 下 列 定理 : 

【定理 5-8】 对 于 任意 关于 格 (L ,三 ) 的 真 命题 ,其 对 偶 命 题 亦 为 真 . 

例如 ,在 定理 5-7 中 ,由 x 二 x 十 y 可 得 出 x+ 宇 z+，y, 即 zx，y 二 x. 由 yx 十 y 可 得 出 y 宇 
Z。y, 即 z。y 魏 >y. 

在 格 的 性 质 中 ,有 很 多 都 是 成 对 出 现 的 . 在 下 面 定理 的 证 明 中 ,注意 “上 确 界 三 上 界 ” 以 
及 “下 界 三 下 确 界 ” 技 巧 的 充分 利用 . 

【定理 5-9】〗 设 (L, 志 ) 是 格 , 对 于 任意 xi,x2,yiyy2zEL, 若 zi 声 yi 且 xs 声 yz; 则 v1 十 
Zs yi ys Bx ry * yo. 

证 根据 定理 5-7 有 yi 二 yi 十 yz 及 ys 三 yi 十 yz ,由 已 知 条 件 垃 和 受 w 有 是 xs 三 ys 以 及 符 
号 三 的 传递 性 知 

TI 二 Ty 且 zs y+ ys 
于 是 yi 十 yz 是 {ziyzz} 的 上 界 , 而 zi 十 zs 是 {ziyzz} 的 上 确 界 ,根据 “上 确 界 入 上 界 ” 知 x 十 
Xs yi 十 yz. 

同 理 可 证 x1*， zxs 寺 y1 * yz. 

事实 上 ,“ 关 zi 寺 y 且 z 委 ye， Oe i 
y2， 则 ZX1 * TsYy1 "* ye 和 若 羡 委 风 且 zs 二 yz; 则 2 * xsy1* 

定理 5-9 所 述 性 质 称 为 格 的 保 序 性 . 在 格 (L, 三 ) 中 ,对 于 任意 xEL, 由 于 x 十 x= 
sup {XsX) 二 Xx 及 t+，Xx 二 inf (zz} 一 xz, 所 以 格 的 加 法 运算 十 以 及 格 的 乘法 运算 。 具 有 宕 
等 性 . 

设 (L ,三 ) 是 格 ,对 于 任意 zxEL 有 zx 十 Xx 二 x 及 zx。x=z. 

下 面 的 定理 6-5 是 格 的 特征 性 质 . 

【定理 5-10】 设 (L, 三 ) 是 格 ,对 于 任意 x,y,zEL 有 : 

(1) 交换 性 x 十 y= 二 y 十 T,X * y= 二 y* 工 

(2) 结合 性 (x 十 y) 十 z= 二 x 十 (y 十 xz),(x*y)* z=x*(y* xz); 

(3) 吸收 性 x 十 (x ，y)==x,x* (zx 十 y)=x. 

证 (1) 显然 . 

(2) 由 于 zx 委 z 十 (y 十 z) ,y 委 > 十 zx 和 xz 十 (y 十 z) ,于 是 x 十 y 志 x 十 (y 十 z). 又 因为 = 委 
y 十 z 志 Zz 十 (y 十 z) ,因此 (xz 十 y) 十 z 夺 xz 十 (y 十 z)。 
同样 可 得 xz 十 (y 十 z) 志 (zx 十 y) 十 zx. 所 以 (zx 十 y) 十 z= 二 zx 十 (y 十 z). 
利用 对 偶 原理 有 (zx，y)，<= 二 xz，(y。， x). 

(3) 因为 zx 和 rz 上 且 z。ysz, 所 以 z 十 (z。，y) 和 过 xz. 而 显然 zx 入 z 十 (z。y) ,因此 zz 十 (z。 
3 一 工 
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利用 对 偶 原理 有 x， (zx 十 y)== 工 . 

正 因为 如 此 ,将 具有 两 个 2 元 运算 且 满 足 上 述 定理 (1)、(2) 和 (3) 的 代数 结构 (二 ,十 ,，) 
称 为 格 ,这样 定 义 的 格 称 为 代数 格 . 可 以 证 明 偏 序 格 和 代数 格 本 质 相同 . 

在 序 结构 的 讨论 中 , 保 序 映射 是 序 结 构 中 的 重要 概念 . 

【定义 5-22】 设 (Li ,三 ;) 和 (L; ,三 ,) 是 格 ,存在 p: Li 一 L;, 对 于 任意 zx1 ,zs ELi, 若 
zi<iz ,有 g(x) 过 2g(xz), 则 称 9 为 格 (Li, 达 1) 到 格 (Ls ,入 ;) 的 保 序 映射 . 

保 序 映射 可 以 进一步 推广 到 一 般 的 关系 尽 上 考虑 . 

【 例 5-30】 设 (S, 三 ) 是 格 ,其 哈 斯 图 如 图 5-3(b) 所 示 . 令 p: SP(S)， 

9p(z)={y|yE€EL,y<z} 

则 gg 是 格 (S, 三 ) 到 格 (P(S), 导 ) 的 保 序 映射 . 

证 根据 9p 的 定义 有 9?p(1) 一 S,p(e) 一 {0,a),p(0O) 一 {0,0c),p(c) 一 {0,c),p(0) 一 
(10). 显然 , 当 席 过 zs, 有 plz) 三 g(xzs), 所 以 9 为 格 (S, 三 ) 到 格 (P(S), 己 ) 的 保 序 映射 . 


5.4.2 分 配 格 


有 例子 表明 , 格 不 满足 分 配 性 . 

【 例 5-31】 举例 说 明 在 格 (L, 三 ) 中 , 格 的 乘法 运算 ”和 格 加 法 运算 “十 "相互 不 一 定 
可 分 配 . 

解 ” 在 图 5-3(a) 中 ,因为 4a。 (4 十 c)==a*1==a; 而 (a* 0 十 (oa。c) 一 0 十 0 一 0, 所 以 wa ， 
(十 c) 天 (oO 十 (ac), 即 格 的 乘法 运算 ”。 ”对 格 的 加 法 运算 “十 ”不 可 分 配 . 

同样 ,由 于 a 十 (6。c)=a 十 0=a;y 而 (a 十 6)。(a 十 c)=1。1=1, 所 以 a 十 (6。ce) 
(a 十 6)，(a 十 c) , 即 格 的 加 法 运算 “十 ”对 格 的 乘法 运算 “。” 不 可 分 配 . 

【定义 5-23】〗 设 (L, 志 ) 是 格 , 若 格 的 乘法 运算 ”*。 ”对 格 的 加 法 运算 “十 ”可 分 配 (或 格 
的 加 法 运算 “十 ”对 格 的 乘法 运算 “。” 可 分 配 ), 则 称 ( 工 , 三 ) 为 分 配 格 (distributive lattice). 

【 例 5-32】 证 明 : (P(X), 忆 ) 是 分 配 格 . 

证 由 于 格 (P(X), 丑 ) 诱 导 的 代数 结构 为 (P(X),U, 门 ), 对 于 任意 A,B,CE P(X)， 
显然 有 


AN((BUC= HN BU ANO) 

所 以 (P(X), 己 ) 是 分 配 格 . 

事实 上 ,GEF, 一 ) 也 是 分 配 格 , 其 中 已 是 所 有 合式 公式 组 成 的 集合 ,一 是 公式 间 的 逻辑 列 

由 例 5-30 知 ,钻石 格 不 是 分 配 格 .实际 上 ,五角 格 也 不 是 分 配 格 . 钻石 格 和 五 角 格 是 两 
个 非常 重要 的 非 分 配 格 的 例子 . 容易 证 明 下 述 两 个 定理 . 

【定理 5-11】 (1) 小 于 5 个 元 素 的 格 为 分 配 格 . 

(2) 任意 链 是 分 配 格 . 

【定理 5-12】 设 (L, 三 ) 是 格 , 则 工 是 分 配 格 的 充 要 条 件 是 对 于 任意 x,y,xEL, 由 
Zz 二 y=zx 二 Tz 和 zz。 好 一 天 于 可 以 推出 = 


5.4.3 ”有 补 格 


一 般 来 说 , 格 工 不 一 定 存在 最 大 元 与 最 小 元 . 例如 ,实数 集 R 关于 数 的 小 于 等 于 关系 三 
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所 作成 的 格 (R, 三 ). 

【定义 5-24】 设 (L, 三 ) 是 格 ,车 工 存 在 最 大 元 素 以 及 最 小 元 素 , 则 称 (L, 三 ) 为 有 界 格 
(bounded lattice). 

按 偏 序 集中 的 约定 : 有 界 格 的 最 大 元 素 记 为 1, 最 小 元 素 记 为 0. 根据 定义 知 ,在 有 界 格 
( 工 , 委 ) 中 ,对 任意 zxE 工 ,有 0 委 z 委 1. 进 而 有 zz 十 1 王 1,z。1 一 z,z 十 0 一 z,z。0 王 0, 于 是 有 
界 格 工 关于 “。"” 运 算 有 乘法 么 元 1, 工 关 于 “十 ”运算 有 加 法 么 元 0. 

【 例 5-33】 证 明 : 对 任意 集合 X，(CP(CX),S) 是 有 界 格 . 

证 ”由 于 名, XEP(X), 且 对 于 任意 AEP(X) 均 有 名 关 ACX, 所 以 (P(X), 己 ) 的 最 
大 元 为 XX, 最 小 元 为 名 . 因此 (P(X), 己 ) 是 有 界 格 . 

显然 ,任意 有 限 格 是 有 界 格 . 

【定义 5-25】 设 (L, 十 ,* ) 是 有 界 格 ,a€EL, 若 存在 bEL 使 得 a 十 6 二 1 上 且 < .0 一 0, 则 
称 b 为 a 的 补 元 (complement). 

显然 ,在 任意 有 界 格 中 , 若 5 为 a 的 补 元 , 则 a 为 6 的 补 元 ; 0 与 1 互 为 补 元 .但 对 于 有 
界 格 ,不 是 每 个 元 素 均 有 补 元 ,同时 一 个 元 素 的 补 元 未 必 唯 一 . 1 

【 例 5-34】 对 于 哈 斯 图 如 图 5-6 所 示 的 格 ,讨论 每 个 元 素 的 补 元 . 

解 0 与 1 互 为 补 元 .a 的 补 元 为 d.b 的 补 元 不 存在 .c 的 补 元 为 ce. 

的 补 元 为 a 和 e.e 的 补 元 为 c 和 dd. 

【定义 5-26】 设 (L, 十 ,* ) 是 有 界 格 , 若 工 中 每 个 元 素 都 有 补 元 , 则 。 4 
称 ( 工 ,十 ,。，) 为 有 补 格 (lattice complemented). 

【 例 5-35】 证 明 : 对 任意 集合 X, (P(X), 己 ) 是 有 补 格 . 

证 因为 (P(X), 导 ) 是 有 界 格 ,而 对 于 任意 AEP(X). 取 X 一 AEP(X)， 
由 于 AU(X 一 A)=X 且 A 个 (X 一 A)= 名 ,所 以 AE P(X) 有 补 元 ,因此 (P(X), 己 ) 是 有 
补 格 . 

同样 ,( 下 ,之 ) 也 是 有 补 格 , 其 中 下 是 所 有 合式 公式 组 成 的 集合 ,一 是 公式 间 的 逻辑 列 涵 

【定理 5-13】 在 分 配 格 中 , 若 一 个 元 素 存在 补 元 , 则 补 元 是 唯一 的 . 

证 设 (L, 三 ) 是 有 界 分 配 格 ,a€L,b 和 c 是 a 的 补 元 , 则 

4 十 0 一 1,a。0 一 0 


图 5-6 


4 十 c 一 1,a。c 一 0 

于 是 a 十 b= 二 a 十 c,a，b 二 a*c, 由 分 配 格 的 性 质 知 0 一 c. 

根据 定理 5-13 知 ,在 有 补 分 配 格 中 ,每 个 元 素 都 有 唯一 的 补 元 . 正 因 为 如 此 ,在 有 补 分 
配 格 中 可 以 定义 一 个 元 素 的 补 运算 *-", 它 是 其 上 的 1 元 代数 运算 . 显然 ,在 有 补 分 配 格 中 
0 二 1,1==0 且 对 于 任意 zxE 有 工 一 工 

下 述 定理 是 有 补 分 配 格 的 重要 性 质 . 

【定理 5-14】 设 (L, 三 ) 是 有 补 分 配 格 , 则 De Morgan 律 成 立 , 即 对 于 任意 zx,yEL 有 : 

(1) z+y=z*y; 

(2) x * y= 十 y. 

证 (1) 由 于 

a 


人 


= 二 下 go (GB 直 好 斗 沪 
i 


并 且 
(Ce ee ee el 


=((re I) .yzT (yy)) 
一 (0。7) 十 (二 .0) 一 0 十 0 一 0， 
所 以 xz 十 y 一 工 ，y. 
(2) 类 似 于 (1) 的 证 明 . 


5.4.4 布尔 代数 


【定义 5-27】 元 素 个 数 三 2 的 有 补 分 配 格 (也 , 乏 ) 称 为 布尔 代数 (Boolean algebra) 或 布 
尔格 . 
如 图 5-7 所 示 是 偏 序 集 与 各 种 格 之 间 的 相互 关系 . 


图 “57 


仅 1 个 元 素 的 有 补 分 配 格 是 布尔 代数 的 退化 情形 ,一 般 不 作为 布尔 代数 考虑 ,可 参见 布 


尔 代 数 的 公理 化 定义 . 

显然 ,在 任何 布尔 代数 或 布尔 格 中 有 两 个 特殊 元 素 , 一 个 是 其 最 小 元 0, 一 个 是 其 最 大 
元 1. 当然 0 冯 1. 

由 前 面 的 讨论 知 ,在 任意 布尔 代数 (B, 三 ) 中 可 以 定义 3 种 代数 运算 : 对 于 任意 x， 
yE€EB. 


(1) 布尔 加 “十 ”; zx 十 y= 二 sup {x,y). 
(2) 布尔 乘 “。”: zx。y 一 inf {x,y). 
(3) 布尔 补 “ ”: = 二 xz 的 补 元 . 
【 例 5-36】 设 |X| 三 1, 证 明 (P(X)., 己 ) 是 布尔 代数 , 称 (P(X), 忆 ) 为 集合 代数 . 
证 由 于 (P(X), 己 ) 既 是 有 补 格 又 是 分 配 格 ,在 |X| 宇 1 时 (P(X), 己 ) 是 布尔 代数 . 
同 理 , 所 有 A 到 B 的 关系 组 成 的 集合 关于 包含 关系 “ 导 ” 构 成 布尔 代数 (FR, 导 ), 称 为 
关系 代数 . 
【 例 5-37】 证 明 :(F, 过 >) 是 布尔 代数 ,其 中 下 是 所 有 合式 公式 组 成 的 集合 ,二 是 公式 

间 的 逻辑 蕴涵 关系 , 称 (F ,过 ) 为 逻辑 代数 . 

。160 。 


证 由 于 CF, 之 ) 既 是 有 补 格 又 是 分 配 格 , 而 0,1EE, 所 以 (下 ,一 ) 是 布尔 代数 . 
特别 地 , 令 G 是 所 有 命题 公式 组 成 的 集合 , 则 (G, 一 ) 称 为 命题 代数 . 令 互 是 仅 含 命题 


变 元 p1,ps，…,p。 的 所 有 命题 公式 组 成 的 集合 , 则 ( 互 ,一 ) 是 布尔 代数 ,这 时 | 互 | 一 27 


性 


| 


由 例 5-36 和 例 5-37 知 , 集 合 代数 和 逻辑 代数 都 是 布尔 代数 ,因此 它们 有 完全 相似 的 


【定理 5-15】 设 (B, 牵 ) 是 布尔 代数 , 则 对 于 任意 zx,y,zEB. 

因为 (B, 三 ) 是 格 , 所 以 有 

(1) z 委 z 十 y 一 sup {z,y}),y 和 xz 十 y 一 sup {x,y}, 

Xx* y=inf {z,y) 委 zz。，y 一 inf {zr,y}<y; 

(2) 对 偶 原理 成 立 ; 

(3) 保 序 性 对 于 任意 zi ,zz,yiyy EL, 若 立 委 y 且 zs 三 yo; 则 十 zo 寺 y1 十 ys 且 


* Xs yz; 


(4) 客 等 性 zx 十 z+ 二 +,x* X=x; 

(5) 交换 性 z 十 y 一 y 十 zzr。y 一 y。x; 

(6) 结合 (Zr 十 y) 十 zx 王 Z 十 (y 十 z)，(Z。y)。z 一 Z。(y。z); 

(7) 吸收 性 z 十 人 z。y) 一 zz。(z 十 y) 一 工 ; 

(8) zyOr+y=yOr* y=7x; 

因为 (B, 三 ) 是 分 配 格 ,所 以 有 

(9) 分 配 性 z，(y 十 z) 一 (z。y) 十 (z。z)，Zz 十 (y。z) 一 (Zz 十 y)。(Zz 十 z); 
(10) 车 zx 十 y==x 十 z 且 x y==x xz; 则 y= 二 z; 

因为 (B ,入 ) 是 有 补 格 , 所 以 有 

(11) 0 委 z 委 1; 

(12) 么 元 B 关 于 。 ”运算 有 乘法 么 元 1, B 关于 “十 ”运算 有 加 法 么 元 0; 
因为 (B ,入 ) 是 有 补 分 配 格 ,所 以 有 

(13) 有 补 律 a 二 4==1,a* a 二 0; 

(14) 对 合 律 z=z; 

(15) De Morgan 律 十 y 一 工 . yx* y= 二 y; 

(16) zySOr* y=0Or+y=1. 

以 下 是 布尔 代数 的 特征 性 质 

(1) 交换 律 zx 十 y= 二 y 十 Xx， y= 二 y* 工 . 

(2) 分 配 律 z，(y 十 z) 一 (Z。y) 十 (z。z)，z 十 (y。z) 一 (z 十 y)。(Z 十 z). 
(3) 乏 元 律 x 十 0==x,x，1=z. 

(4) 有 补 律 x 十 T=1,x。z 二 0. 

正 因为 这 样 ,E，V. Hungtington 将 满足 上 述 (1)、(2)、(3) 和 (4) 的 代数 结构 (B, 十 ,，,， 


0,1) 称 为 布尔 代数 ,其 中 1B| 三 2. 注意 ,布尔 代数 的 上 述 两 种 定义 本 质 上 相同 . 


显然 , 若 X 是 无 限 集 , 则 (P(X), 己 ) 是 无 限 布尔 代数 . (下 ,全 ) 也 是 无 限 布尔 代 数 ,其 中 


下 是 所 有 合式 公式 组 成 的 集合 ,二 是 公式 间 的 逻辑 蕴涵 关系 . 


车 |X|==n 宇 1, 则 |P(X)|==2", (P(X), 己 ) 是 有 限 布 尔 代 数 . 
两 个 布尔 代数 同 构 的 定义 类 似 于 一 般 代数 结构 同 构 , 下 面 给 出 有 限 布尔 代数 (finite 
» 161 。 


Boolean algebra) 的 结构 定理 . 

【定理 5-16】 (M. H. Stone) 设 (了 ,十 ,。, ,0,1) 是 有 限 布尔 代数 , 则 存在 有 限 集合 X 
使 得 (B, 十 ,。,“,0,1) 与 集合 代数 (P(X),U, 门 ,如 ,X) 同 构 . 

由 斯 通 定理 有 以 下 两 个 推论 . 

推论 1 任意 有 限 布尔 代数 (了 ,十 ,，, ,0,1) 的 元 素 个 数 为 2" ,其 中 为 正 整数 . 

推论 2 在 同 构 意 义 下 ,2" 个 元 素 的 有 限 布尔 代数 是 唯一 的 ,其 中 ?为 正 整数 . 


习 题 5.4 


1. 如 图 5-8 所 示 的 哈 斯 图 的 偏 序 集 是 否 是 格 ,为 什么 ? 

2. 证 明 : (Z+ ,| ) 是 格 , 其 中 Z+ 是 正 整数 集合 ,| 是 其 上 的 整除 关系 . 

3. 说 明 ZZ 关于 整除 关系 “1” 不 是 格 ,但 (Z, 三 ) 是 格 ,其 中 三 是 数 的 小 于 等 于 关系 . 

4. 设 (L ,三 ) 是 格 , 对 于 任意 zx,y,zEL 有 (zx*y) z=。 (y。z). 

5. 设 (L, 声 ) 是 格 ,对 于 任意 zx,yEL 有 zx。 (zx 十 y)=x. 

6. 设 (L ,二 ) 是 格 , 对 于 任意 zx,y,zEL 有 (zx，y) 十 (x ，z) 二 x，。(y 十 z). 

7. 设 ( 民 ,三 ) 是 格 , 对 于 任意 a,6EL, 若 a 三 b 且 a 关 6b, 则 记 为 a 二 6. 假设 a=b, 令 I={x 
|xEL,a 二 xb), 则 (I, 志 ) 是 格 . 

8. 证 明 : 五 角 格 不 是 分 配 格 . 

9. 证 明 :(F, 过 ) 是 分 配 格 , 其 中 下 是 所 有 合式 公式 组 成 的 集合 ,二 是 公式 间 的 逻辑 蕴 
涵 关 系 . 
0. 证 明 : 任意 链 是 分 配 格 . 
11. 说 明 (R, 三 ) 是 否 是 分 配 格 ,其 中 二 是 实数 集 R 上 的 小 于 等 于 关系 . 
2. 证 明 : 钻石 格 和 五 角 格 是 有 补 格 (如 图 5-9 所 示 ). 
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13. 证 明 : 元 素 个 数 大 于 等 于 3 的 链 不 是 有 补 格 . 
14. 证 明 : (F, 汪 ) 是 有 补 格 ,其 中 下 是 所 有 合式 公式 组 成 的 集合 ,是 公式 间 的 逻辑 蕴 
15. 设 n 是正 整 数 , 令 D, 表示 的 所 有 正 因数 组 成 的 集合 ,对 于 整除 关系 “|”, 判 断 
(D, ,|) 是 否 有 补 格 ,为 什么 ? 
16. 在 布尔 代数 (B, 十 ,。 ,一 ,0,1) 中 ,对 于 任意 zx,yEB, 试 证 : 
(1) z 十 (元 。，y) 一 工 十 y。 
人 


(2) zx * (zy)=zr"* y. 

(3) (zo yr y= 

(4) (Z 十 ?十 z)。(Z 十 y) 一 并 十 y。 

17. 设 (B, 十 ,。, ,0,1) 是 布尔 代数 ,对 于 任意 zx,y,<EB, 化 简 下 列 各 式 : 
Ly 

(oR 

(3) zy+zr* y. 

(4) ( 工 。y。z) 十 (z。y。z) 十 (z。y。z). 


本 章 小 结 


1. 代数 结构 
前 面 几 章 分 别 讨论 的 是 集合 代数 .关系 代数 和 逻辑 代数 . 一 个 集合 A 及 A 上 的 封闭 运 
算 1, fo，,… ,fi(k 宇 1) 就 构成 代数 结构 (A, ,fz，,... ,fi). 对 于 特定 的 代数 结构 , 一 般 要 
求 其 中 的 运算 具有 某 种 性 质 . 

设 * 是 非 空 集合 S 上 的 2 元 代数 运算 , 若 * 满足 结合 律 , 则 (S, * ) 就 是 半 群 . 设 * 是 非 
空 集合 M 上 的 2 元 代数 运算 , 若 * 满足 结合 律 且 M 关于 * 有 么 元 e, 则 (M, * ,e) 就 是 独 

子 代 数 一 般 比 原来 的 代数 结构 要 “小 ”. 讨论 代数 结构 ,一 种 常用 的 方法 是 根据 其 子 代 
数 所 具有 的 性 质 去 推测 原 代数 的 性 质 . 

借助 于 映射 可 以 讨论 两 个 代数 结构 之 间 的 关系 : 代数 结构 的 同 态 与 同 构 , 这 是 讨论 代 
数 结构 的 又 一 种 常用 的 方法 . 

了 解 代数 结构 的 定义 、 子 代数 和 代数 结构 的 同 态 与 同 构 , 理解 半 群 和 独 异 点 的 定义 . 

2. 群 的 定义 及 性 质 

设 G 是非 空 集合 ,* 是 G 上 的 2 元 代数 运算 ,(G,，) 是 群 必 须 满 足下 列 3 个 条 件 . 

(1) 。 满 足 结合 律 : Vz,y,zEG,(Crz。y)。>z 一 I。(y。x); 

(2) G 关于 。 有 单位 元 ,通常 记 为 ec: VXEG,r*e=e* X=x; 

(3) G 中 每 一 个 元 素 在 G 中 都 有 逆 元 : VzEG, ziEG,znmz-1 一 zz 1。Zz 一 e. 

例如 ，(R, 十 )，(R 一 {10),，) 是 群 . 

运算 可 交换 的 群 是 交换 群 或 阿 贝尔 群 . 非 阿 贝尔 群 的 最 小 阶 是 6, 例如 A = {1, 2, 3} 
上 的 所 有 置换 构成 的 集合 S; 关于 映射 的 复合 运算 * 构 成 的 群 (S;,。). 

设 (G,。) 是 群 ,车 存在 a € G, 使 得 G 中 每 个 元 素 均 为 a 的 某 整数 方 究 , 则 称 (G,。) 为 
循环 群 . 重要 的 两 类 循环 群 : (Z, ,十 , ) 是 m 阶 循环 群 ,(Z, 十 ) 是 无 限 循环 群 . 

设 (G,，) 是 群 ,CO 隆 HSG, 若 及 关于 G 的 运算 构成 群 , 则 称 ( 互 ,… ) 是 (G,，) 的 子 群 ， 
记 为 HG. 

要 求 掌握 群 的 定义 , 理解 阿 贝 尔 群 循环 群 和 群 同 态 与 群 同 构 , 记 住 : 车 G 是 有 限 群 ， 
HG, 则 |HI|11GI. 

3. 环 和 域 

设 (R, 十 ,。 ) 是 含 两 个 2 元 运算 的 代数 结构 , 若 


一， 


2 3 


(1) (R, 十 ) 是 阿 贝 尔 群 . 

(2) (R,。) 是 半 和 群 . 

(3) 。 对 十 可 分 配 . 

则 称 (R, 十 ,。) 是 环 . 

例如 ，(Z, 十 ,。)，(R, 十 ,。)，(Z。 ,十 。,。。) 是 环 . 

要 求 掌 握 环 的 定义 , 理解 交换 环 、 含 么 环 .无 零 因 子 环 . 整 环 和 除 环 等 概念 . 

设 ( 下 ,十 ,，) 是 环 , 若 (FE 一 (0},。) 是 Abel 群 , 则 称 ( 下 ,十 ,。) 是 域 , 例如 CR, 十 ,，)， 
(有 ,十 ,，*。)( 其 中 p 为 素数 ). 

有 限 域 的 几 个 结论 成 立 : 

(1) 设 (F, 十 ,。 ) 是 有 限 域 , 则 存在 素数 p 和 正 整数 n 使 得 |F|=yp”. 

(2) 对 于 任意 素数 p 和 正 整 数 ,存在 p" 个 元 素 的 有 限 域 . 

(3) 元 素 个 数 相 同 的 有 限 域 是 同 构 的 . 

要 求 掌 握 域 的 定义 , 记 住 有 限 域 的 上 述 3 个 结论 . 

4. 格 与 布尔 代数 

设 (L ,三 ) 是 偏 序 集 ,车 工 中 任意 两 个 元 素 都 存在 上 确 界 以 及 下 确 界 , 则 称 (L ,三 ) 是 格 . 
格 (L, 三 ) 中 的 运算 满足 (1) 交 换 性 ,，(2) 结 合 性 ,(3) 吸 收 性 . 

设 (L, 三 ) 是 格 , 若 格 中 运算 相互 可 分 配 , 则 称 格 (L ,三 ) 为 分 配 格 . 

设 ( 工 ,十 ,。) 是 有 界 格 , 若 工 中 每 个 元 素 a EL ,存在 65EL 使 得 a 十 b=1 且 a*…6b==0, 则 
称 ( 工 ,十 ,。) 为 有 补 格 . 

元 素 个 数 三 2 的 有 补 分 配 格 (B, 委 ) 称 为 布尔 代数 . 例如 CP(CX),S)，(9%,S)，(CF, 之 ) 是 
布尔 代数 . 

设 (L, 三 ) 是 有 补 分 配 格 , 则 De Morgan 律 成 立 , 即 对 于 任意 x,yEL 有 

(1) z 十 y 一 Z。y。(2)z。y 一 并 十 y。 

Stone 定理 设 (了 B, 十 ,。,， ,0,1) 是 有 限 布尔 代数 , 则 存在 有 限 集合 X 使 得 (B, 十 ,，， ,0， 
1) 与 集合 代数 (PCX),U , 门 ， ,人 , X) 同 构 , 进而 

(1) 任意 有 限 布尔 代数 (B, 十 ,。,、 ,0,1) 的 元 素 个 数 为 2" ,其 中 "为 正 整 数 ， 

(2) 在 同 构 意 义 下 ,2"” 个 元 素 的 有 限 布尔 代数 是 唯一 的 ,其 中 ) 为 正 整数 . 

要 求 掌握 格 的 定义 , 理解 格 的 运算 和 运算 性 质 . 掌握 分 配 格 ` 有 补 格 和 布尔 代数 的 定 
义 , 理解 格 、 分 配 格 \ 有 补 格 布尔 代数 的 有 关 性 质 , 记 住 有 限 布尔 代数 的 Stone 定理 及 其 
推论 . 


第 6 章 图 论 


图 论 的 创始 人 是 瑞士 数学 家 L. Euler, 他 于 1736 年 首次 建立 “图 ?模型 解决 了 哥 尼 斯 保 
七 桥 问题 . 

1936 年 匈牙利 的 Deneskonig 出 版 了 第 一 本 图 论 方面 的 专著 ,在 这 期 间 德国 的 G. R. 
Kirchhoff ,英国 的 A. Cayley 和 W. R. Hamilton 以 及 法 国 的 M. E. C. Jordan 等 人 都 做 出 过 
开创 性 的 工作 . 

将 集合 间 的 关系 画图 表示 出 来 就 是 图 . 图 论 讨论 的 是 “拓扑 结构 ”, 涉 及 集合 .映射 、 运 算 
和 关系 等 ,其 应 用 领域 非常 广泛 , 它 已 经 渗透 到 诸如 语言 学 .逻辑 学 .物理 学 .化 学 .电信 工 
程 、 信 息 论 .控制 论 .经 济 管理 等 各 个 领域 ,特别 是 在 计算 机 科学 中 的 数据 结构 .计算 机 网 络 、 
计算 机 软件 .算法 理论 .操作 系统 、 分 布 式 系 统 、 编 译 程序 以 及 数据 挖掘 等 方面 都 扮演 着 重要 
角色 . 

实际 上 ,数据 库 和 软件 工程 中 的 E-R 图 , Internet、WWW 和 社会 网 络 等 复杂 网 络 研究 
都 要 用 到 较 深 入 的 图 论 知识 ,计算 机 算法 很 多 都 是 归结 到 图 论 算 法 进行 研究 的 . 


6.1 图 的 基本 概念 


6.1.1 图 的 定义 


哥 尼 斯 堡 (Koningsberg) 城 位 于 立陶宛 的 普 雷 格 尔 (Pregel) 河 畔 ,河中 两 个 岛 将 整个 城 
市 分 成 了 4 部 分 ,各 部 分 由 7 座 桥 连接 ,如 图 6-1(a) 所 示 . 问题 是 : 是 否 可 从 某 一 个 地 方 出 
发 ,经 过 7 座 桥 , 每 座 桥 只 经 过 一 次 ,然后 又 回 到 原 出 发 点 . 这 是 一 个 久 而 不 得 其 解 的 问题 ， 
当时 的 L. Euler 是 这 样 做 的 : 将 4 个 地 方 分 别 用 4 个 点 (顶点 、 节 点 或 结 点 )A,B,C,D 来 表 
示 ,两 个 地 方 之 间 有 一 座 桥 直 接 相 连 就 在 相应 的 两 个 点 之 间 画 一 条 * 边 ”, 如 图 6-1(b) 所 示 ， 
于 是 就 得 到 一 个 图 ,这 是 七 桥 问题 的 图 模型 . 


(a) (b) 


假定 有 5 个 程序 ,分 别 是 vi ,v2 ,vs ,vs ,vs ,它们 之 间 的 调用 关系 如 图 6-2 所 示 , 其 中 e 
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表示 vs 可 以 调用 vi ,es 表示 vi 可 以 调用 v, ,es 表示 vs 可 以 调用 自身 vs ,es 表示 vs 可 以 调 
用 Us 等 . 

由 前 面 的 2 个 例子 可 以 得 出 : 

【定义 6-1】 图 G(graph) 主 要 由 如 下 两 部 分 组 成 . 

(1) 节点 集合 V ,其 中 的 元 素 v 称 为 节点 (vertex 或 node). 

(2) 边 集 合 ,其 中 的 元 素 称 为 边 (edge). 

通常 将 图 G 记 为 G=(V,E). 

需要 说 明 如 下 : 

@ 节点 又 可 以 称 为 点 、 顶 点 或 结 点 ,常用 一 个 实心 点 或 空心 点 表示 ,但 在 实际 应 用 中 还 
可 以 用 诸如 方形 、 圆 形 . 尧 形 等 符号 ,为 了 方便 可 以 在 这 些 符 号 的 旁边 或 内 部 写 上 表意 名 称 ， 
或 直接 用 表意 名 称 代 表 点 ,如 图 6-3 所 示 是 一 个 典型 的 贝 叶 斯 网 络 (Bayesian networks). 


Season 


Slippery 


图 6-3 


@ 边 及 其 表示 .在 图 6-1(b) 中 的 边 如 6 ,是 没有 方向 的 , 称 为 无 向 边 , 可 以 认为 A 是 起 
点 ,B 是 终点 ,也 可 以 认为 B 是 起 点 ,A 是 终点 ,这 时 A 和 B 称 为 边 0s 的 端点 (endvertices)， 
在 不 致 混淆 时 可 将 边 b, 简 记 为 AB、BA、{A,B} 或 {B,A}, 表示 边 的 集合 {A,B}=={B,A}) 中 
的 两 元 素 可 以 相同 ,是 可 重 集合 ,与 通常 的 集合 有 所 不 同 . 在 图 6-2 中 的 边 如 es 有 方向 , 称 
为 有 向 边 或 弧 (arc) ,其 起 点 ( 弧 尾 ) 为 v ,其 终点 ( 弧 头 ) 为 vs ,其 两 个 端点 分 别 为 v。 和 mm ,在 
方便 时 可 用 有 序 对 (w ,vs) 或 (vs ,vs) 表 示 边 es. 

所 有 边 都 是 无 向 边 的 图 称 为 无 向 图 (graph 或 undirected graph) ,所 有 边 都 是 有 向 边 的 
图 称 为 有 向 图 (digraph 或 directed graph). 我 
们 暂 不 讨论 既 有 无 向 边 又 含有 向 边 的 混合 图 , 同 
时 假定 图 G=(V,E) 中 的 了 和 下 均 有 限 . 
@ 图 的 拓扑 不 变性 质 . 需要 注意 的 是 ,我 们 
讨论 的 图 不 但 与 节点 位 置 无 关 , 而 且 与 边 的 形状 
长 短 也 无 关 . 

有 nn 个 节点 的 图 称 为 n 阶 图 ,及 个 节点 
条 边 的 图 称 为 (n,m) 图 . 如 图 6-4(a) 和 (a) (b) 
图 6-4(b) 所 示 的 图 分 别 是 3 阶 无 向 图 和 4 阶 有 图 6-4 
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向 图 . 
在 图 G==(V,E) 中 , 称 V= 名 的 图 为 空 图 (empty graph) , 记 为 好 , 若 V 天 区 但 下 一世 的 
图 称 为 零 图 (discrete graph) ,2 阶 零 图 可 记 为 N,, 仅 一 个 节点 的 零 图 称 为 平凡 图 (trivial 


graph). 
思考 ”图 的 计算 机 表示 方法 . 
6.1.2 邻接 


【定义 6-2】 设 G==(V,E) 是 图 ,对 于 任意 u,vEV, 若 从 节点 到 节点 v 有 边 , 则 称 
u 是 邻接 到 v(adjacent to) 或 称 和 w 是 邻接 的 (adjacent). 

在 无 向 图 中 ,车 和 w 是 邻接 的 , 则 wv 和 ww 也 是 邻接 的 . 但 需要 注意 ,在 有 向 图 中 ,由 
u 和 w 邻接 不 能 得 出 v 和 z 邻接 ,例如 在 图 6-4(b) 中 ,节点 vw 与 节点 vi 邻接 ,但 节点 vi 与 
vs 不 邻接 . 因此 ,邻接 与 节点 的 次 序 有 关 . 同时 ,在 图 6-4(a) 中 , 与 v。 是 邻接 的 ,但 vw 与 
wi 以 及 ws 与 us 是 不 邻接 的 ,在 图 6-4(b) 中 ,wi 与 是 邻接 的 ,而 与 v; 是 不 邻接 的 ， 
2<i<4. 

在 有 向 图 G 二 (V,E) 中 ,车 wu 邻接 到 vv, 则 称 是 v 的 先驱 元 素 ,v 是 的 后 继 元 素 . 

在 无 向 图 G=(V,E) 中 , 若 两 条 边 e 和 es 有 公共 端点 , 则 称 边 e, 和 e 是 邻接 的 . 


6.1.3 关联 


【定义 6-3】〗 设 G==(V,E) 是 图 ,eEE,e 的 两 个 端点 分 别 为 w 和 wv, 则 称 边 e 与 节点 4 以 及 
边 e。 与 节点 v 是 关联 的 (incident). 


(loop) .关联 的 起 点 相同 与 终点 也 相同 的 边 称 为 多 重 边 (multiple edges) 或 平行 边 ,其 边 数 
称 为 边 的 重 数 (maultiplicity). 

在 图 6-4(a) 中 ,在 节点 v。 处 有 两 个 自 环 e 和 e: ,它们 是 多 重 边 ,e 和 es 是 多 重 边 .在 
图 6-4(b) 中 ,在 节点 vw 处 有 1 个 自 环 eye 和 es 是 多 重 边 ,但 es 和 es 不 是 多 重 边 . 


6.1.4 简单 图 

1. 简单 图 

【定义 6-4】 设 G=(V,E) 是 图 ,车 G 中 既 无 自 环 又 无 多 重 边 , 则 称 G 是 简单 图 (simple 
graph). 


在 前 面 所 出 现 的 图 中 ,只 有 图 6-3 是 简单 图 . 如 图 6-5 所 示 是 彼得 森 
(Petersen,1831 一 1910) 图 , 它 是 一 个 有 着 特殊 性 质 的 简单 图 ,一 种 妖怪 图 
(snark graph) ,后 面 会 多 次 出 现 . 
2. 完全 无 向 图 
【定义 6-5】 设 G==(V,E) 是 nn 阶 简单 无 向 图 , 若 G 中 任意 节点 都 与 
其 余 n 一 1 个 节点 邻接 , 则 称 G 为 n 阶 完全 无 向 图 (Complete Graph) , 记 图 6-5 
为 RR 
图 6-6(a) 一 图 6-6(c) 所 示 分 别 是 Ks ,Ks, 和 Ks. 
将 阶 完全 无 向 图 K， 的 边 任意 加 一 个 方向 所 得 到 的 有 向 图 称 为 x 阶 竞赛 图 . 
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(a) (b) (9 
图 6-6 


设 G 二 (V,E) 是 nn 阶 简单 有 向 图 , 若 G 中 任意 节点 都 与 其 余 2 一 1 个 节点 邻接 , 则 称 
G 为 n 阶 完全 有 向 图 . 显然 ,n 阶 完全 有 向 图 K, 的 任意 两 个 节点 都 是 相互 邻接 的 ,其 边 是 成 
对 出 现 的 ， 

容易 证 明 ,n 阶 完全 无 向 图 K， 的 边 数 为 n(n 一 1)/2. 

3. 补 图 

【定义 6-6】 设 G==(V,E) 是 nn 阶 简单 无 向 图 ,由 G 的 所 有 节点 以 及 由 能 使 G 成 为 
K，, 需要 添加 的 边 构 成 的 图 称 为 G 的 补 图 (complementary graph) , 记 为 G. 

如 图 6-7(a) 和 图 6-7(b) 所 示 的 图 互 为 补 图 ,它们 是 相对 于 完全 图 而 言 的 . 


1 1 


(a) (b) 


显然 ,对 于 任意 节点 4 和 ww, 若 和 w 在 G 中 不 邻接 , 则 w 和 w 在 G 中 邻接 ; 若 w 和 w 
在 G 中 邻接 , 则 w 和 w 在 G 中 不 邻接 . 


习 题 6.1 


1. 在 图 6-8 中 ,用 1,2,3,4,5,6 表示 6 个 人 ,两 个 点 之 间 的 无 向 边 表 示 所 对 应 的 两 个 
人 认识 , 则 图 6-8 所 示 的 含义 是 什么 ? 能 得 出 任意 6 个 人 中 有 1 
3 个 人 相互 认识 或 相互 不 认识 的 结论 吗 ? 

2. 在 一 次 10 周年 同学 会 上 , 想 统计 所 有 人 握手 的 次 数 之 和 ， 2 
应 该 如 何 建立 该 问题 的 图 模型 ? 

3. 在 一 次 联欢 舞会 上 ,要 得 出 跳 了 奇数 次 舞 的 人 数 的 规律 ， 
应 该 如 何 建立 图 模型 ? 特别 地 ,一 个 人 单独 跳 一 曲 舞 该 如 何 处 理 
呢 ? 某 两 人 多 次 跳舞 又 如 何 处 理 ? 

4. 对 于 任意 n(n 三 2) 个 人 的 组 里 , 必 有 两 个 人 有 相同 个 数 的 朋友 ,解答 此 问题 的 图 模 
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图 6-8 
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型 该 如 何 建立 ? 

5. (3 户 3 井 问题 ) 在 一 个 地 方 有 3 户 人 家 ,并 且 有 3 口 井 供 他 们 使 用 . 由 于 土质 和 气候 
的 关系 ,有 些 井中 的 水 常常 干枯 ,因此 各 户 人 家 要 到 有 水 的 井 去 打 水 . 不久 ,这 3 户 人 家 成 了 
冤家 ,于 是 决定 各 自修 一 条 路 通 往 水 井 , 打 算 使 得 他 们 在 去 水 井 的 路 上 不 会 相遇 . 试 建 立 解 
决 此 问题 的 图 模型 . 

6. 〈 过 河 问 题 ) 某 人 挑 一 担 菜 并 带 一 条 狼 和 一 只 羊 要 从 河 的 一 岸 到 对 岸 去 . 由 于 船 太 
小 ,只 能 带 狼 、 菜 ,、 羊 中 的 一 种 过 河 . 由 于 明显 的 原因 , 当 人 不 在 场 时 , 狼 要 吃 羊 , 羊 要 吃 菜 . 通 
过 建立 图 模型 给 出 问题 答案 . 

7. (分 油 问 题 ) 有 3 个 油 桶 A,B,C, 分 别 可 装 8 斤 .5 斤 和 3 斤 油 . 假 设 A 桶 已 经 装 满 了 
油 , 在 没有 其 他 度量 工具 的 情况 下 ,要 将 油 平分 , 试 通过 建立 图 模型 给 出 问题 答案 . 

8. 证 明 : 任何 阶 完全 图 KK， 的 边 数 为 n(n 一 1)/2. 

9. 对 于 阶 简单 无 向 图 G, 若 其 边 数 为 m, 试 计算 G 的 补 图 G 的 边 数 . 

10. 举 出 两 个 已 经 遇 到 的 应 用 图 的 例子 . 


6.2 节点 的 度数 


在 “七 桥 问 题 * 中 ,图 6-1(b) 的 图 中 一 个 节点 的 度数 就 是 图 6-1(a) 的 相应 地 点 出 发 的 
“ 桥 ” 的 数目 . 

在 任意 图 G==(V,E) 中 ,每 一 条 边 eEE 都 要 关联 ?个 端点 wuE€V 和 wvwEV. 若 4==v, 则 
称 边 e 与 节点 v 的 关联 次 数 为 2; 若 u 关 v, 则 称 边 与 节点 v 的 关联 次 数 为 1. 若 边 eE 巨 与 
节点 vEV 不 关联 , 则 称 边 e 与 节点 V 的 关联 次 数 为 0. 

【定义 6-7】 设 G=(V,E) 是 无 向 图 ,wuEV, 称 与 节点 地 关联 的 所 有 边 的 关联 次 数 之 和 
为 节点 wv 的 度数 (degree) , 记 为 deg (v). 

在 图 6-9(a) 中 ,deg(uw ) 王 2,deg(v) 一 5,deg(vs) 一 3. 很 容易 知道 ,节点 处 的 一 个 自 环 
算 2 度 . 

【定义 6-8〗】 设 G=(V,E) 是 有 向 图 ,vEV， 
称 以 v 为 起 点 的 边 的 数目 为 节点 v 的 出 度 (out- 
degree) , 记 为 od(Cu) ,以 为 终点 的 边 的 数目 为 
节点 wv 的 入 度 (in-degree), 记 为 id(v), 称 
od(v) 十 id(v) 为 节点 wv 的 度数 , 记 为 deg(v). 

在 图 6-9(b) 中 ,节点 ,vs ,vs 和 vw 的 出 度 
分 别 为 3,1,1,2, 入 度 分 别 为 2,2,2,1, 于 是 其 度 (a) (b) 

数 分 别 为 5,3,3,3. 在 有 向 图 中 ,同样 有 节点 处 图 6-9 
的 一 个 自 环 算 2 度 . 

下 面 的 定理 是 L. Euler 在 1736 年 证 明 的 图 论 中 的 第 一 定理 , 常 称 为 “握手 定理 ”, 因 为 
一 条 边 表示 两 只 手 握 在 一 起 . 

【定理 6-1】 在 任何 (zz) 图 G=(V,E) 中 ,其 所 有 节点 度数 之 和 等 于 边 数 za 的 
2 倍 , 即 


le 训 


Sy deg(v) = 2m 


se 
证 ”这 是 由 于 每 一 条 边 在 计算 > deg(v) 时 都 是 占 2 度 , 结论 成 立 . 
v€EV 
由 上 述 定理 容易 得 出 


推论 在 任意 图 中 ,度数 为 奇数 的 节点 个 数 必 为 偶数 . 
证 ”因为 >'deg(o) = 2 ,而 >)deg(o) = 二 > deg(u) 十 > deg(o) ,所 以 


vEV vEV deg (可 是 偶数 deg(v) 是 奇数 
> deg(v) 必 为 偶数 , 进而 度数 为 奇数 的 节点 个 数 必 为 偶数 . 
deg(v) 是 奇数 
由 定理 6-1 及 其 推论 很 容易 知道 ,在 任何 一 次 聚会 上 ,所 有 人 握手 次 数 之 和 必 为 偶数 并 
且 握 了 奇数 次 手 的 人 数 必 为 偶数 . 
在 任意 有 向 图 中 ,显然 有 : 


【定理 6-2】 在 任意 有 向 图 中 ,所 有 节点 的 出 度 之 和 等 于 入 度 之 和 . 

在 任意 图 G==(V,E) 中 ,度数 为 0 的 节点 称 为 孤立 点 (isolated vertex) ,度数 为 1 的 节点 
称 为 悬挂 点 (pendant vertex). 

【 例 6-1】 证 明 : 对 于 任意 n(n 三 2) 个 人 的 组 里 , 必 有 两 个 人 有 相同 个 数 的 朋友 . 

证 将 组 里 的 每 个 人 看 作 节点 ,两 个 人 是 朋友 当 且 仅 当 对 应 的 节点 邻接 ,于 是 得 到 一 个 
n 阶 简单 无 向 图 G ,进而 G 中 每 节点 的 度数 可 能 为 0,1,2,…,n 一 1 中 一 个 . 

当 G 中 无 狐 立 点 时 ,于 是 每 节点 的 度数 可 能 为 1,2,…,n 一 1. 由 于 共有 7 个 节点 ,于 是 
必 有 两 节点 度数 相同 . 

当 G 中 有 孤立 点 时 ,这 时 每 节点 的 度数 只 可 能 为 0,1,2,…,n 一 2. 同样 由 于 共有 个 节 
点 ,因此 必 有 两 节点 度数 相同 . 

若 一 个 简单 无 向 图 G 的 每 节点 度数 均 为 &, 则 称 G 为 k- 正 则 图 (kregular graph). 
图 6-10(a) 和 图 6-10(b) 是 两 个 3- 正则 (6,9) 图 . 


(a) (b) 
图 6-10 


【 例 6-2】 设 无 向 图 G 是 一 个 3- 正 则 (zz) 图 , 且 2n 一 3 二 =m, 求 n 和 m 各 是 多 少 ? 

解 ” 由 握手 定理 有 3n 二 2m. 根据 已 知 ,2n 一 3 二 m, 可 以 得 出 n= 二 6,m 二 9. 这 样 的 图 可 如 
图 6-10 所 示 . 

【定义 6-9】 在 任意 图 CG 一 (Y,E) 中 , 称 A(C) 一 max deg(v) 为 图 G 的 最 大 度 ,6(G) 二 


min deg(v) 为 图 G 的 最 小 度 . 在 有 向 图 G=(V,E) 中 . 称 Ar(G) 一 max od(v) 为 有 向 图 
G 的 最 大 出 度 ,67 《CO) 一 mip od(v) 为 图 G 的 最 小 出 度 ,A- 《C) 一 max id(v) 为 有 向 图 G 的 最 
大 入 度 ,5° (G) 二 min id(v) 为 图 G 的 最 小 入 度 . 
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在 图 6-9(a) 中 ,A(G)=5,0(G) 王 2. 在 图 6-9(b) 中 ,A(G)=5,0(G) 王 3. 对 于 正则 图 有 
A(G)=6(0). 

对 于 无 向 图 G=(V,E),V 一 {uw ,vso,…,v,), 称 deg(vi1),deg(vs),… ,deg(v,) 为 G 的 度 
数 序 列 . 例如 ,在 图 6-9(a) 中 图 的 度数 序列 为 2, 5, 3. 对 于 有 向 图 ,还 可 以 定义 其 出 度 序列 
和 入 度 序列 . 

【 例 6-3】 是 否 存 在 一 个 无 向 图 ,其 度数 序列 分 别 为 : 

yy 

(2 

解 (1) 由 于 序列 7, 5, 4, 2, 2, 1 中 ,奇数 个 数 为 奇数 ,根据 握 
手 定理 的 推论 知 ,不 可 能 存在 一 个 图 其 度数 序列 为 7, 5, 4, 2, 2, 1. 

(2) 因为 序列 4, 4, 3, 3, 2, 2 中 ,奇数 个 数 为 偶数 ,可 以 得 到 一 
个 无 向 图 如 图 6-11 所 示 ,其 度数 序列 为 4, 4, 3, 3, 2, 2. 

思考 ”对 于 给 定 的 自然 数 序列 di ,d，，,…,d,，, 存 在 一 个 无 向 图 (及 
简单 无 向 图 ) ,其 度数 序列 为 d1,d;,…,d, 的 充 要 条 件 是 什么 ? 4 


习 题 6.2 


1. 证 明 : 对 于 任意 阶 简单 图 G 有 A(G) 近 "一 1. 

2. 无 向 图 G 有 6 条 边 , 各 有 一 个 3 度 和 5 度 节 点 ,其 余 均 为 2 度 节点 , 求 G 的 阶 数 . 

3. 证 明 ， 

(1) 3- 正 则 图 的 阶 必 为 偶数 . 

(2) 有 nn 个 人 ,每 个 人 恰 有 3 个 朋友 , 则 是 偶数 . 

4. 将 有 向 图 G 的 边 的 方向 去 掉 得 到 的 无 向 图 称 为 G 的 基础 图 ,基础 图 是 完全 图 的 有 
向 图 称 为 竞赛 图 .证 明 : 任意 竞赛 图 的 所 有 节点 的 出 度 平方 和 等 于 入 度 平方 和 . 

5. 车 G 是 (n,m) 无 向 图 , 则 6(G) 夸 2m/n 夺 A(G). 

6. 是 否 存 在 一 个 无 向 图 ,其 度数 序列 分 别 为 

i 

2 区 2 

7. 画 出 度数 序列 为 3, 2, 2, 1 的 简单 图 和 非 简单 图 各 一 个 . 

8. 设 无 向 图 G 有 10 条 边 ,3 度 和 4 度 节 点 各 2 个 ,其 余 节点 的 度数 均 小 于 3, 则 G 至 少 
有 多 少 个 节点 ? 在 最 少 节点 的 情况 下 , 求 出 G 的 度数 序列 .最 大 度 A(G) 和 最 小 度 6(G). 

9. 证 明 : 存在 一 个 无 向 图 G, 其 度数 序列 为 给 定 的 自然 数 序列 di,d;,…,d， 的 充 要 条 


件 是 》) d; = 0(mod 2). 
i=1 


6.3 了 于 图 、 图 的 运算 和 图 同 构 


6.3.1 子 图 


可 以 通过 一 个 图 的 子 图 去 考察 原 图 的 有 关 性 质 以 及 原 图 的 局 部 结构 . 
【定义 6-10】 设 G==(V,E) 和 玉 =(W. 忆 是 图 , 若 WSV 且 F SE, 则 称 厅 是 G 的 子 
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图 (subgraph). 若 五 =( 丽 ,F) 是 G=(V,E) 的 子 图 上 且 克 =V, 则 称 互 是 G 的 生成 子 图 
(spanning subgraph). 

【 例 6-4】 求 出 如 图 6-12 所 示 中 有 向 图 G 的 所 有 子 图 . 

解 G 的 所 有 子 图 除 空 图 名 外 分 别 为 图 6-12(a) 一 图 6-12(d), 其 中 图 6-12(c) 和 
图 6-12(d) 是 G 的 生成 子 图 . 

常见 的 4 种 产生 G 二 (V,E) 的 子 图 的 方式 (也 是 图 的 4 种 运算 ) 如 下 : 

(1) G[W] 设 WSV,; 则 以 W 为 节点 集合 ,以 两 端点 均 属于 W 的 所 有 边 为 边 集合 构 
成 的 子 图 , 称 为 由 W 导出 的 子 图 (induced subgraph by W), 记 为 GL[W]. 

图 6-13(b) 是 图 G 中 节点 集合 W={vi ,vs ,vs}) 所 导出 的 子 图 . 


hes HX 


(a) (b) (©) (a)G (b) G [vi,v3,v3] (0) G —{v1 ,v03} 
图 6-12 图 6-13 


(2) G 一 WW 设 WEV, 导 出 子 图 G[V 一 Wj 记 为 G 一 W, 是 在 G 中 去 掉 所 有 W 中 的 节 
点 ,同时 也 要 去 掉 与 W 中 节点 关联 的 所 有 边 .通常 将 G 一 {v} 记 为 G 一 v. 

图 6-13(c) 是 从 图 G 中 去 掉 节 点 集合 W 三 {vi ,vs ,vs} 所 得 到 的 子 图 . 

(3) G[F] 设 FCE, 则 以 下 为 边 集 合 ,以 下 中 边 的 所 有 端点 为 节点 集合 构成 的 子 图 ， 
称 为 由 下 导出 的 子 图 (induced subgraph by FF), 记 为 GLF]. 

图 6-14(b) 是 图 G 中 边 集 合 W={a,b,c) 所 导出 的 子 图 . 


dl i 


Uy Ua A Us Ua 
(a) C (b) G [a,b,c] (c) G-{a,b,c} 
图 6-14 


(4) G 一 F 设 FSCE, 则 从 G 中 去 掉 下 中 的 所 有 边 得 到 的 生成 子 图 记 为 G 一 FF. 
图 6-14(c) 是 从 图 G 中 去 掉 下 = 二 fa,b,c} 中 的 所 有 边 得 到 的 生成 子 图 G 一 {a,b,c). 
设 G=(V,E) 是 nn 阶 简单 无 向 图 , 则 G 的 补 图 为 
G=K,—E. 
另外 ,也 可 以 在 图 G=(V,E) 的 基础 之 上 ,通过 “ 8 
增加 V 中 某 些 节点 间 的 一 些 “ 新 ” 边 U, 得 到 一 个 更 大 
的 图 G 十 U. 通常 记 G 十 {uv}( 或 G 十 {(u,v))) 为 G 二 4 d e 
uv( 或 G 十 (u,v)). (YG (b) G+be 
图 6-15(b) 是 图 6-15(a) 增 加 边 bc 得 到 的 图 . 图 6-15 
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6.3.2 图 的 运算 


图 的 运算 就 是 通过 一 定 的 操作 ,产生 “新 ”的 图 . 前 面 的 子 图 的 产生 实际 上 就 是 图 的 运 
算 ,但 它们 都 是 在 一 个 图 中 进行 讨论 的 . 

在 有 些 问 题 的 讨论 中 ,还 会 出 现 两 个 图 之 间 的 一 些 运算 .我 们 在 此 仅 给 出 定义 ,请 参见 
有 关 文 献 [16, 17]. 

【定义 6-11】 设 G==(Vi,El) 和 G, 二 (Vs,E,) 是 两 个 无 向 (或 有 向 ) 图 . 

(1) 两 个 图 的 并 (union)G1 UG,= 二 (V,E), 其 中 E=E,UE, 且 V=ViUV;. 

(2) 两 个 图 的 交 (cap)G1 门 G, = 二 (V,E) ,其 中 下 一 PE 站 EPE 且 V=Vin 败 V. 

(3) 两 个 图 的 差 (difference)Gi 一 Gs 二 (V,E), 其 中 E=Ei 一 E; 且 V=Vi. 

(4) 两 个 图 的 环 和 (ring sum)G1 甸 G, 二 (V,E), 其 中 E=E1BE, 且 V=ViUV;. 

思考 ”图 的 每 种 运算 的 性 质 有 哪些 ? 它 与 集合 的 并 、 交 、 差 、( 补 ) 及 环 和 (对 称 差 ) 运 算 
的 性 质 有 什么 不 同 ? 


6.3.3 图 同 构 


由 于 图 的 拓扑 性 质 , 有 可 能 两 个 表面 上 看 起 来 不 同 的 图 本 质 上 是 同一 个 图 ,这 就 是 图 同 
构 的 问题 . 

【定义 6-12】〗 设 Gi==(Vi,E) 和 Gs 二 (Vs,E,) 是 无 向 (或 有 向 ) 图 , 若 存 在 一 个 双 射 9: 
Vi 一 Vs 使 得 对 于 任意 u,vEVi,uv€E Ei( 或 (u,v)EE,) 当 上 且 仅 当 gl(u)g(v)EE,( 或 (pg(u)， 
gp(v))EE,) 且 边 的 重 数 相 同 , 则 称 图 Gi 与 Gs 同 构 (isomorphism) , 记 为 Gi 室 G;. 

由 定义 知 ,G 空 Gs 的 充 要 条 件 是 图 G; 与 Gs 的 节点 与 边 分 别 存在 一 一 对 应 , 且 保 持 节 
点 与 边 的 关联 关系 . 更 直观 地 说 ,Gi 储 G* 是 指 其 中 一 个 图 仅 经 过 下 列 两 种 变换 可 以 变 为 另 
一 个 图 ; 

(1) 挪动 节点 的 位 置 ; 

(2) 伸缩 边 的 长 短 . 

显然 ,在 图 6-12 中 (a) 与 (b) 是 同 构 的 .下列 (图 6-16(a) 和 图 6-16(b)) 的 两 个 图 是 同 
构 的 . 

图 6-17 中 的 两 个 图 是 不 同 构 的 ,因为 (a) 中 图 G 含 有 Ks 子 图 ,而 Ks,s 中 没有 
K; 子 图 . 


售 六 人 和信 喘 


(dG (b) C> ()G (b) Ks 
图 6-16 图 6-17 


对 于 两 个 有 向 图 同 构 的 判断 ,特别 要 注意 边 的 方向 的 一 致 性 . 下 列 的 3 个 有 向 图 如 
a 


(DG 


图 6-18 所 示 中 Gi 全 Gs, 但 G 与 G; 不 同 构 ,因为 G; 中 有 一 
个 节点 的 入 度 为 2, 而 Gi 没有 . 

思考 ”给 出 至 少 4 个 两 个 图 同 构 的 必要 条 件 . 

显然 ,图 的 同 构 关系 是 等 价 关 系 , 即 有 

(1) 自 反 性 ”对 于 任意 图 G, 有 G 宕 G. 

(2) 对 称 性 ”车 Gi 实 G; , 则 Gs 衬 Gi. 


(b) G, (0) G6; 
图 6-18 


(3) 传递 性 ”车 Gi 实 G; 且 Gs 法 G;, 则 Gi 实 G;. 

2015 年 ,芝加哥 大 学 Babai 教授 给 出 了 在 拟 多 项 式 时 间 复 杂 度 内 判定 两 个 图 同 构 算法 . 

最 后 ,介绍 至 今 未 解决 的 乌拉 姆 (Ulam) 猜 想 971. 

乌拉 姆 (Ulam) 猜 想 (1929) 设 G, 和 G, 是 两 个 简单 无 向 图 ,Ci 的 节点 集合 Vi 二 {vi， 
vas Vn) ,Gz 的 节点 集合 Vs 二 {wi ,wo，… ,wa), 若 对 于 任意 i 二 1,2,…,n, 均 有 Gi 一 vw 衬 


G2 — wi 


, 则 G 实 G;. 


乌拉 姆 猜想 的 实际 模型 :两 张 照片 ,用 左手 播 住 第 一 张 照片 的 一 部 分 ,右手 播 住 第 二 张 
照片 相应 的 部 分 ,能 看 到 的 部 分 一 致 . 如 此 轮番 地 观察 ,每 次 看 到 的 图 像 均 相同 , 则 两 张 照 


片 相 同 . 


Cn co 性 


习 题 6.3 


. 画 出 天。 的 所 有 不 同 构 的 非 空子 图 . 
. 画 出 所 有 不 同 构 的 (5, 3) 简 单 无 向 图 及 其 补 图 . 
. 证 明 : 在 Ks 的 所 有 不 同 构 的 生成 子 图 中 ,有 3 个 具有 3 条 边 . 


证 明 : n(1n 过 3) 阶 不 同 构 的 简单 有 向 图 有 20 个 . 


. 说 明 图 6-19(a) 和 图 6-19(b) 两 个 无 向 图 不 同 构 . 


(a) (b) 
图 6-19 


. 说 明 图 6-20 中 4 个 有 向 图 彼此 不 同 构 . 


(a) (b) (0 


(d) 
6-20 


7. 若 一 个 简单 无 向 图 G 与 其 补 图 G 同 构 , 则 称 G 为 自 补 图 . 

(1) 试 画 出 所 有 不 同 构 的 5 阶 自 补 图 . 

(2) 若 G 是 nn 阶 自 补 图 , 则 KK, 的 边 数 为 偶数 . 

(3) 若 G 是 n(n 三 2) 阶 自 补 图 , 则 存在 正 整 数 & 使 得 nn 二 很 或 n 二 4k 十 1. 
(4) 是 否 存 在 6 阶 自 补 图 ? 

8. 试 就 4 二 3 证 明 乌 拉 姆 (Ulam) 猜 想 . 


6.4 路 与 回路 


在 图 G 一 (V,E) 中 ,经 常 考虑 从 一 个 节点 出 发 , 沿 着 一 些 边 连 续 移动 到 另 一 个 节点 的 问 
题 , 这 就 是 路 的 概念 , 它 与 七 桥 问题 密切 相关 . 


6.4.1 路 


【定义 6-13】 在 任意 一 个 图 G=(V,E) 中 , 称 G 中 节点 与 边 交 蔡 出 现 的 序列 工 : 
VoelViezv uieioielul 为 从 vo 到 vw 一 条 路 (walk, way), 其 中 对 于 i 二 1,2,…,l,vi-1 是 
ei 的 起 点 ,ww 是 e; 的 终点 . 

在 从 vw 到 妆 路 二 : wetuezu 和 orieuieul 中 ,vo 称 为 路 的 起 点 ,vi 称 为 路 的 终点 ， 
L 所 经 过 的 边 数 1 称 为 路 的 长 度 (length of walk) 或 跳 数 (hop number). 特别 地 ,单独 一 个 节 
点 了 构成 的 序列 是 到 vw 的 长 度 为 0 的 路 , 称 为 平凡 路 . 

例如 ,在 图 6-21(a) 中 wesvsesvsesv3eru 是 一 条 从 vs 到 ww 长度 为 4 的 路 ,在 图 6-21(b) 中 
Viervie1vzesvs 是 一 条 从 vi 到 vw 长 度 为 3 的 路 . 
需要 注意 的 是 ,有 向 图 中 的 路 须 按 边 的 方向 走 ， 
有 向 图 中 的 路 可 称 为 有 向 路 . 

在 不 引起 混淆 的 情况 下 .可 以 将 路 工 : 


veiuiezu "ViieCivi"…*e1vi 简 记 为 L: vovivs*…… 


Vi Vi UL 或 L: elez °Ci* CL. 

在 路 中 ,有 两 种 特殊 的 路 .一 种 是 节点 不 重 
复 的 路 , 称 为 路 径 (path). 一 种 是 边 不 重复 的 路 ， (a) (b) 
称 为 轨迹 (trail). 图 6-21 


显然 ,路 径 是 轨迹 ,但 轨迹 不 一 定 是 路 径 . 如 
在 图 6-21(a) 中 Vs€3 U2 C2 U2 是 一 条 从 Vs 到 Us 的 轨迹 ,但 不 是 路 径 . 

说 明 ”由 于 图 论 应 用 的 广泛 性 ,很 多 概念 存在 意义 上 的 差别 .之 所 以 选择 “路 径 ”, 它 有 
捷径 之 意 ;“ 轨 迹 ” 强 调 边 不 重复 , 它 是 (可 能 多 次 ) 走 过 后 留 下 的 痕迹 . 

在 nn 阶 图 G==(V,E) 中 ,车 存在 从 节点 w 到 另 一 个 节点 vi 的 一 条 路 ,可 将 所 有 重复 走 
的 部 分 如 v;…w; 改 为 v;( 去 掉 重 复 部 分 ) ,一 直到 没有 节点 重复 为 止 , 由 于 阶 图 的 任何 路 径 
的 长 度 三 n 一 1, 于 是 存在 一 条 从 w 到 vi 一 条 长 度 乏 "一 1 的 路 径 . 

【定义 6-14】 在 图 G 一 (V,E) 中 , 称 节点 wx 到 节点 的 边 数 最 少 的 长 度 为 u 到 w 的 距 
离 (distance) , 记 为 d(u,v). 车 节点 到 w 的 路 ( 径 ) 不 存在 , 则 称 到 ww 的 距离 为 2. 称 
maxd (u,v) 为 图 G 的 直径 (diameter) , 记 为 diam(G). 


二 


显然 ,对 于 任意 节点 u,vEV 有 d (xu) 壹 0. 


6.4.2 回路 


【定义 6-15】 在 图 G==(V.E) 中 ,在 路 工 : voerviesvo…vi;_ieivi"…eri(l 宇 1) 中 ,起 点 vo 
与 终点 v 相同 的 路 称 为 回路 (circuit). 边 不 重复 的 回路 称 为 简单 回路 (simple circuit) 或 
闭 迹 (closed trail). 除 起 点 重复 一 次 外 , 别 的 节点 均 不 重复 的 简单 回路 称 为 圈 或 环 (cycle). 
在 图 6-22(a) 中 ,1346527 是 G 的 一 条 简单 回路 ,这 a 
里 用 数字 表示 边 ,abdeca 是 G 的 一 圈 . 由 定义 易 知 , 圈 是 
b e 


简单 回路 ,而 简单 回路 不 必 是 圈 . SS 7 
图 论 中 的 圈 有 圆圈 之 意 ,在 计算 机 科学 中 常 称 为 环 ， 3 6 / 
da 


它 有 环 路 、 循 环 的 意思 ,但 不 要 与 是 边 的 自 环 (loop) 混 清 
了 ,因为 自 环 是 边 ,一 般 的 环 (cycle) 是 路 . (a) (b) 
圈 的 一 般 形 式 如 图 6-22(b) 所 示 , 有 个 节点 的 圈 称 图 6-22 
为 n 阶 圈 , 记 为 C,. 在 n 一 1 阶 圈 C,-1 的 内 部 放置 一 个 节 
点 ,并 使 之 与 C,_1 的 每 个 节点 邻接 ,这 样 得 到 的 图 称 为 n 阶 轮 图 , 记 为 W,. 
由 定义 知 , 长 度 为 0 的 路 不 称 为 回路 . 显然 ,节点 vv 到 w 的 边 可 得 到 一 个 长 度 为 1 的 圈 . 
类 似 地 ,在 nn 阶 图 G==(V,E) 中 ,车 存在 从 节点 wm 到 ww 的 一 条 简单 回路 , 则 存在 一 条 从 wm 
到 w 长 度 <n 的 圈 . 
下 面 的 定理 很 有 用 . 其 证 明 过 程 用 到 了 “最 长 路 径 法 "技巧 . 
【定理 6-3】 在 无 向 图 G==(V,E) 中 ,车 任意 vEV 有 deg (v) 宇 2, 则 G 中 存在 圈 . 
证 不 妨 设 G 是 简单 图 .在 G 中 选取 一 条 最 长 的 路 径 L : vovivo…v,， 由 于 L 是 最 长 路 
径 , 与 vo 邻接 的 节点 必 在 LL 上. 设 vi(2 过 i 过 1) 与 vw 邻接 , 则 wovive…vivo 是 G 中 的 一 个 圈 . 


习 题 6.4 


1. 在 图 6-23(a) 和 图 6-23(b) 中 ,分 别 找 出 一 条 包含 所 有 边 的 轨迹 . 
2. 对 于 完全 无 向 图 K,， 

(1) 共有 多 少 个 圈 ? 

(2) 包含 某 条 边 的 圈 有 多 少 个 ? 

(3) 任意 两 个 不 同 节点 之 间 有 多 少 条 路 径 ? 

3. 在 图 6-24 中 , 求 节 点 A 到 节点 下 的 : 

(1) 所 有 路 径 ; 

(2) 所 有 轨迹 ; 

(3) 距离 . 

4. 在 图 6-25 中 , 求 

(1) vi 到 vw 长 度 分 别 为 1,2,3 的 路 分 别 是 哪些 ? 

(2) mm 到 wv 长 度 分 别 为 1,2,3 的 回路 分 别 是 哪些 ? 

(3) 图 6-25 中 长 度 为 3 的 路 共有 多 少 条 ? 其 中 有 和 多少 条 回路 ? 
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7. 证 明 : 在 一 个 没有 回路 的 竞赛 图 G 中 ,对 于 任意 节点 wu 和 w 有 
od(u) 关 od(v) 
8. 若 在 有 向 图 G==(V,E) 中 ,任意 节点 v€EV 的 入 度 id(v) 宇 2, 则 G 中 至 少 含 有 两 个 不 
同 的 圈 . 


6.5 图 的 连通 性 


图 的 基本 性 质 之 一 是 其 连通 性 , 它 与 图 中 从 节点 到 节点 的 路 又 是 密切 相关 的 . 为 了 讨论 
方便 , 先 给 出 : 

【定义 6-16】 在 任何 图 G=(V,E) 中 ,车 从 节点 到 w 存在 一 条 路 , 则 称 w 可 达 
v(accessible). 

由 于 节点 v 到 vw 总 存在 一 条 长 度 为 0 的 路 ,因此 任意 节点 v 可 达 v 自身 . 

先 讨论 无 向 图 的 连通 性 . 


6.5.1 无 向 图 的 连通 性 


【定义 6-17】 设 G==(V,E) 是 无 向 图 ,对 于 任意 u,vEV 均 可 达 , 则 称 G 是 连通 图 
(connected graph). 


显然 ,图 6-26(a) 是 连通 图 ,而 图 6-26(b) 是 非 连通 图 . 


和 


(a) (b) 
图 6-26 
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特别 地 ,单独 一 个 节点 v 是 连通 图 ,因为 v 到 vw 存在 长 度 为 0 的 路 , 即 v 总 是 可 达 w 的 . 

实际 上 ,在 任意 无 向 图 G 二 (V,E) 中 有 : 

【定义 6-18】 设 G==(V,E) 是 无 向 图 ,G 中 极 大 的 连通 子 图 称 为 G 的 连通 分 支 
(connected component) ,图 G 的 连通 分 支 数 记 为 w(G). 

由 定义 知 ,图 G 的 连通 分 支 满足 3 个 条 件 : (1) 连 通 分 支 是 G 的 子 图 ; (2) 该 子 图 本 身 
是 连通 图 ; (3) 在 该 子 图 中 再 添加 原 图 G 的 任意 边 或 节点 都 不 连通 . 

在 图 6-26(a) 中 图 仅 一 个 连通 分 支 . 在 图 6-26(b) 中 图 有 3 个 连通 分 支 ,它们 分 别 是 
GLA,B,C],GLDJ 和 GLE,F]. 

一 个 显然 的 结论 如 下 : 

【定理 6-4】 设 G=(V,E) 是 无 向 图 , 则 G 是 连通 图 当 且 仅 当 zw(G) 一 1. 

与 定理 6-4 等 价 的 命题 是 : 无 向 图 G 非 连通 当 且 仅 当 训 (G) 之 2. 

【 例 6-5】 设 G=(V,E) 是 简单 无 向 图 ,车 G 不 连通 , 则 G 的 补 图 G 连通 . 

证 设 w 和 w 是 G 中 的 任意 两 个 节点 . 

(1) 车 wu 和 ww 在 G 中 不 邻接 , 则 根据 补 图 的 定义 知 ,ww 和 w 在 G 中 邻接 ,于 是 可 达 vw. 

(2) 若 w 和 w 在 G 中 邻接 , 则 w 和 w 必 在 图 G 的 同一 个 连通 分 支 C, 中 . 由 于 G 不 连通 ， 
w(G) 宇 2. 设 Cs 是 G 的 另 一 个 连通 分 支 ,在 Cs 中 选取 节点 包 , 则 在 G 中 和 w 在 G 中 不 邻 
接 且 v 和 ww 在 G 中 不 邻接 ,于 是 w 和 ww 在 G 中 邻接 且 w 和 w 在 G 中 邻接 ,进而 wwwwv 是 
G 中 从 uw 到 wv 的 一 条 路 ,于 是 u 可 达 ~. 

由 (1) 和 (2) 知 ,G 是 连通 图 . 

【 例 6-6】 设 G=(V,E) 是 ” 阶 简单 无 向 图 , 若 对 于 任意 的 G 中 不 相 邻 的 节点 wu 和 w 有 
deg (z) 十 deg (v) 三 n 一 1, 则 G 是 连通 图 . 

证 〈 反 证 法 ) 设 G 不 连通 , 则 G 至 少 有 两 个 连通 分 支 C! 和 Cs , 设 其 节点 数 分别 为 
和 nz. 显然 ,nw 十 nn. 在 Ci 中 取 节 点 ,在 Cs 中 取 节 点 v, 这 时 4 和 w 在 G 中 不 相 邻 且 
deg (ww) 二 mn 一 1 及 deg(v) 二 ns 一 1, 于 是 

deg (zu) 十 deg (v) 委 (ma 一 1) 十 (aa 一 1) 委 2 一 2 二 7 一 1 


与 已 知 矛盾 ， 
注意 在 离散 问题 讨论 中 ,经 常 使 用 反 证 法 . 
上 面 的 两 个 例子 给 出 了 证 明 无 向 图 连通 常用 方法 . 下面 的 结论 也 是 很 有 用 的 . 
【定理 6-5】 设 G=(V,E) 是 连通 无 向 图 , 则 
(1) 去 掉 G 中 任意 简单 回路 C 上 的 一 条 边 e 得 到 的 图 G 一 e 连通 . 
(2) 去 掉 度数 为 1 的 节点 v 得 到 的 图 G 一 v 连通 . 
证 〈 留 作 练 习 ). 


6.5.2 无 向 连通 图 的 点 连通 度 与 边 连 通 度 


对 于 无 向 连通 图 ,其 连通 的 程度 是 不 同 的 ,有 些 很 “脆弱 ,有 的 则 相反 . 

1. 点 割 集 与 点 连通 度 k (G) 

【定义 6-19】 设 G=(V,E) 是 连通 无 向 图 且 WCV, 若 从 G 中 删除 W 的 所 有 节点 所 得 
到 的 子 图 不 连通 或 是 1 阶 图 ,而 删除 W 的 任意 真子 集 都 连通 , 则 称 W 为 G 的 点 割 集 (cut- 
set of vertices). 
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“ 割 ? 是 分 割 、 分离 .分 开 的 意思 , 恰 使 得 G 不 连通 或 是 1 阶 图 所 要 去 掉 的 节点 集合 称 为 
G 的 点 割 集 . 若 点 割 集 克 ={z)}, 则 称 v 为 G 的 割 点 (cut point) 或 关节 点 2 (articulation 
point). 
由 定义 知 ,1 阶 图 的 点 割 集 为 好. 在 图 6-27(a) 中 ,{a,b} 和 {c,d}) 是 G 的 点 制 集 ,在 
图 6-27(b)j 


(a) GI (b) C> 
图 6-27 


【定义 6-20】 设 G=(V,E) 是 连通 无 向 图 , 称 min {|W|; W 是 G 的 点 割 集 } 为 G 的 点 
连通 度 (vertex-connectivity) ,简称 连通 度 , 记 为 <(G). 

根据 定义 ,一 个 连通 无 向 图 G 的 点 连通 度 是 使 得 G 不 连通 或 为 1 阶 图 所 要 删 去 的 最 少 
的 节点 个 数 . 于 是 ,1 阶 图 的 点 连通 度 为 0, 而 完全 无 向 图 K, 的 点 连通 度 <(K,) 一 2 一 1. 

在 图 6-27(a) 中 图 Ci 的 点 连通 度 为 2, 在 图 6-27(b) 中 图 Cs 的 点 连通 度 为 1. 

点 连通 度 <(G)= 2 的 图 称 为 2- 连 通 或 重 连通 图 (biconnected graph). 确定 一 个 无 向 图 
是 否 重 连通 具有 重要 的 意义 . 假定 无 向 图 的 节点 表示 电话 交换 站 , 边 表示 电话 线 , 则 在 点 连 
通 度 为 2 的 通信 网 络 系统 中 ,一 个 站 发 生 故 障 系统 仍 可 正常 工作 . 

2. 边 割 集 与 边 连 通 度 1 (G) 

【定义 6-21】 设 G=(V,E) 是 连通 无 向 图 上 且 下 CE, 若 从 G 中 删除 下 的 所 有 边 所 得 到 
的 子 图 不 连通 或 是 平凡 图 ,而 删除 下 的 任意 真子 集 都 连通 , 则 称 下 为 G 的 边 割 集 (cut-set of 
edges). 

恰 使 得 G 不 连通 或 是 平凡 图 所 要 去 掉 的 边 的 集合 称 为 G 的 边 割 集 . 若 边 割 集 下 = {e})， 
则 称 。 为 G 的 割 边 或 桥 (bridge). 

在 图 6-27(a) 中 ,{e,es,es}) 是 Gi 的 边 割 集 , 在 图 6-27(b) 中 ,e 是 Gs 的 割 边 (或 桥 )， 

【定义 6-22】 设 G=(V,E) 是 连通 无 向 图 , 称 min {|F|; 下 是 G 的 边 割 集 } 为 G 的 边 
连通 度 (edge-connectivity) , 记 为 4(G). 

根据 定义 ,一 个 连通 无 向 图 G 的 边 连 通 度 是 使 得 G 不 连通 或 为 平凡 图 所 要 删 去 的 最 少 
的 边 的 数目 . 

在 图 6-27(a) 中 图 G 的 边 连通 度 为 3, 在 图 6-27(b) 中 图 Gs 的 边 连通 度 为 1. 

下 面 的 定理 是 H. Whitney 在 1932 年 给 出 的 关于 点 连通 度 、 边 连通 度 及 最 小 度 之 间 的 
联系 的 一 个 结论 . 

【定理 6-6】 设 G==(V,E) 是 连通 无 向 图 , 则 x(G)<A(G)<6(G). 

证 (1) 先 证 4(G)<6(G). 由 于 将 任意 一 个 节点 所 关联 的 边 全 去 掉 后 都 不 连通 ,所 以 
有 4(G) 志 6(G). 


* 和 济 


(2) 再 证 <(G) 和 MA(G). 当 4(G)= 二 0 或 1 时 ,结论 显然 成 立 .下 设 A4(G) 宇 2. 于 是 ,在 G 中 
删除 含 边 割 集 的 MG) 条 边 后 得 到 的 图 不 连通 ,而 删除 其 中 的 X(G) 一 1 条 边 仍 连通 但 有 一 条 
桥 uv. 对 于 删除 的 4(G) 一 1 的 每 一 条 边 都 选取 一 个 不 同 于 wx 和 w 的 端点 , 当 把 这 些 端点 都 
去 掉 时 至 少 删除 了 A(G) 一 1 条 边 . 若 这 样 得 到 的 图 不 连通 , 则 <(G) 入 1(G) 一 1<(G). 若 这 
样 得 到 的 图 连通 , 则 由 于 w 是 桥 , 此 时 再 删除 和 w 中 的 一 个 端点 ,所 得 到 的 图 必 不 连通 或 
是 1 阶 图 ,此 时 «(G) 三 4(G). 所 以 ,有 x(G) 三 4(G) 成 立 . 


6.5.3 有 向 图 的 连通 性 


无 向 图 只 有 连通 与 不 连通 两 种 情况 ,而 有 向 图 存在 多 种 连通 特性 .有 向 图 的 连通 性 分 下 
述 3 种 情形 分 别 讨论 . 

1. 强 连 通 图 

【定义 6-23】 设 G 二 (V,E) 是 有 向 图 ,对 于 任意 u,v€EV,u 和 w 相互 可 达 , 则 称 G 为 强 
连通 图 (strongly connected digraph). 

由 定义 易 知 ,如 图 6-28(a) 所 示 是 一 个 强 连通 图 . 特别 地 ,1 阶 图 是 强 连 通 图 . 
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(a) 强 连通 图 (b) 单 向 连通 图 (0) 弱 连 通 图 
图 6-28 


【定理 6-7】 设 G 二 (V,E) 是 nn 阶 (n 宇 2) 有 向 图 , 则 G 强 连通 当 且 仅 当 G 中 存在 一 条 
回路 , 它 通过 所 有 节点 . 

证 (一 ) 设 G 的 节点 为 wm，…uw-iyuw. 由 于 G 是 强 连通 图 ,G 中 任意 两 个 节点 相互 可 
达 , 于 是 mm 到 六 到 加 ,ou 到 加 ,加 到 mm 存在 路 ,因此 存在 一 条 回路 通过 所 有 节点 ， 

(二 ) 显 然 . 

【定义 6-24】 设 G=(V,E) 是 有 向 图 ,G 的 极 大 的 强 连 通 子 图 称 为 G 的 强 连通 分 支 


(strongly connected component). 4 


由 定义 知 ,如 图 6-29 所 示 有 4 个 强 连通 分 支 ,分 别 。 “】 ls 
是 GL1,2,3],GL4],GL5] 和 6G[6]. 
迷 和 


【定理 6-8】〗 设 G=(V,E) 是 有 向 图 , 则 G 的 任意 5 
节点 vEV 都 位 于 且 仅 位 于 G 的 一 个 强 连通 分 支 中 . 图 6-29 
证 对 于 任意 vEV, 令 W 是 G 的 所 有 与 v 相互 都 
存在 路 的 节点 组 成 的 集合 , 则 GLWj 是 G 的 一 个 强 连通 分 支 且 wv 位 于 GLWj 中 . 
车 节点 vv 位 于 两 个 不 同 的 强 连 通 分 支 C; 和 C: 中 , 则 任意 的 C 和 C* 中 的 节点 都 相互 
有 路 ,于 是 得 到 一 个 更 大 的 强 连 通 子 图 ,矛盾 . 
2. 单 向 连通 图 
【定义 6-25〗】 设 G==(V,E) 是 有 向 图 ,对 于 任意 u,vEV, 从 可 达 v 或 者 从 v 可 达 ， 
则 称 G 为 单 向 连通 图 (unilateral connected digraph). 
由 定义 易 知 ,如 图 6-28(b) 所 示 是 一 个 单 向 连通 图 . 
SG 5 


与 定理 6-7 一 样 , 下 述 定理 对 确定 有 向 图 的 单 向 连通 分 支 是 非常 有 用 的 . 

【定理 6-9】 设 G==(V,E) 是 有 向 图 , 则 G 单 向 连通 当 且 仅 当 G 中 存在 一 条 路 , 它 通 过 
所 有 节点 . 

证 (之 ) 若 能 证 明 命题 * 对 于 任意 太 SV 均 存在 一 个 W 中 节点 在 G 中 到 W 中 其 余 节 
点 都 有 路 ”, 则 定理 结论 成 立 ， 因 为 先 取 W=V, 存 在 v, EW 到 其 余 V 中 节点 有 路 . 再 取 
W=V 一 {vi} ,存在 vEW 到 其 余 V 一 {ui} 节点 有 路 . 这 样 一 直下 去 ,就 可 以 得 到 一 条 从 
i 到 wu 到 vs ,… ,v1 到 vw 的 一 条 路 ,其 中 |V|==n( 但 这 条 路 不 一 定 是 轨迹 ). 

假定 上 述 命题 不 成 立 . 令 丽 ={aa ,uiy} 是 使 其 不 成 立 的 元 素 个 数 最 少 的 ,这 
时 &A 之 3. 根据 假设 WW 一 {wu} 使 命题 成 立 , 于 是 必 存 在 W 一 {ux} 中 一 个 节点 ,不 妨 设 为 ui 到 
其 余 节点 ws,… ,ww-! 有 路 ,而 假设 ul 到 wu 是 没有 路 的 ,否则 与 W 的 假设 矛盾 . 另 一 方面 ， 
由 于 wi 到 其 余 节 点 ws，… ,ww-1 有 路 ,所 以 wu 到 i 没有 路 ,否则 汶 到 ,ws，…,wu-1 都 有 
路 .由 于 ww 到 没有 路 ,而 wi 到 wi 也 没有 路 ,与 已 知 G 是 单 向 连通 图 矛盾 . 

(一 ) 显 然 . 

【定义 6-26】 设 G==(V,E) 是 有 向 图 ,G 的 极 大 的 单 向 连通 子 图 称 为 G 的 单 向 连通 分 
支 (unilateral connected component). 

由 定义 知 ,如 图 6-29 所 示 有 两 个 单 向 连通 分 支 , 分 别 是 GL1,2,3,4,5],G[5,6]. 

注意 有 向 图 G 的 节点 vEV 可 以 位 于 G 的 不 同 的 单 向 连通 分 支 中 . 

3. 弱 连 通 图 

【定义 6-27】 设 G==(V.E) 是 有 向 图 , 若 G 不 考虑 边 的 方向 是 一 个 无 向 连通 图 , 则 称 有 
向 图 G 为 弱 连 通 图 (weakly connected digraph) ,简称 有 向 图 G 连通 . 

由 定义 易 知 ,如 图 6-28(c) 所 示 是 一 个 弱 连 通 图 . 

显然 , 强 连通 图 是 单 向 连通 图 且 单 向 连通 图 是 弱 连 通 图 ,但 反 过 来 都 不 成 立 ( 参 见 如 
图 6-28 所 示 ). 

最 后 给 出 下 面 的 定义 . 

【定义 6-28】 设 G==(V,E) 是 有 向 图 ,G 的 极 大 的 弱 连 通 子 图 称 为 G 的 弱 连 通 分 支 


(weakly connected component). 


习 题 6.5 


1. 设 G=(V,E) 是 连通 无 向 图 , 则 

(1) 去 掉 G 中 任意 简单 回路 C 上 的 一 条 边 e 得 到 的 图 G 一 e 连通. 

(2) 去 掉 度数 为 1 的 节点 vv 得 到 的 图 G 一 v 连通 . 

2. 设 G 是 n(n 三 2) 阶 简单 无 向 图 , 若 6(G) 宇 n/2, 则 G 是 连通 图 . 

3. 设 G 是 (n,m) 简 单 图 且 nn 三 3, 若 xC_1, 则 G 是 连通 图 . 

4. 对 于 简单 连通 无 向 图 G 二 (V,E), 若 G 不 是 完全 图 , 则 存在 3 个 节点 ,v,wEV 使 
得 {u,v} EE 有 目 {v,w)}EE 但 {u,w} EE. 

5. 设 G 二 (V,E) 是 简单 连通 无 向 图 .6(G) 一 k 宇 1， 

(1) 车 G 中 最 长 的 路 径 的 长 度 为 1, 则 /三 k. 

(2) 对 于 任意 的 G 中 最 长 的 路 径 为 vow…vi,G 一 {vo ,v1 ，,… ,vi-1) 是 连通 图 . 


(3) 举例 说 明 , 对 于 G 中 最 长 的 轨迹 ,(2) 中 结论 不 成 立 . 
6. 证 明 : 无 向 图 G 中 节点 之 间 的 可 达 关 系 P 是 一 个 等 价 关 系 , 并 说 明 其 等 价 类 是 


7. 分 别 求 出 阶 完全 无 向 图 K， 的 点 连通 度 和 边 连通 度 
8. 设 G 是 nn 阶 简单 连通 无 向 图 ,车 4 过 28(G), 则 G 存在 一 条 长 至 少 为 26(G) 的 路 径 . 


9. 设 G 是 n(n 三 2) 阶 无 向 图 ,车 6(G) 宇 (十 k 一 1)/2(1 声 3 
A<7 一 1) , 则 <(C) 之 . ' 
10. 设 G 是 (n,m) 简 单 连通 无 向 图 , 则 4(G) 志 2m/n. Wa 
11. 求 出 图 6-30 所 示 的 有 向 图 G 的 所 有 强 连 通 分 支 . 单 ， 
向 连通 分 支 和 弱 连 通 分 支 . 汪 


12. 设 G==(V,E) 是 非 平凡 有 向 图 ,车 对 于 任意 BW CC 
V,G 中 起 点 在 到 ,终点 在 V 一 W 的 边 至 少 k 条 , 则 称 有 向 图 G 的 边 连通 度 至 少 为 k. 证明: 
非 平 凡 有 向 图 G 是 强 连通 的 充 要 条 件 是 G 的 边 连通 度 至 少 为 1. 


6.6 图 的 矩阵 表示 


将 一 个 图 本 出 来 是 最 直观 的 表示 图 的 方式 . 为 了 便于 使 用 计算 机 存储 和 处 理 图 ,更 为 了 
借助 于 完善 的 矩阵 理论 研究 图 的 有 关 性 质 , 有 必要 学 习 图 的 矩阵 表示 ， 

本 节 简单 介绍 图 的 常见 的 3 种 矩阵 表示 及 一 些 简单 结论 ,不 涉及 更 多 的 有 关 图 的 矩阵 
方面 的 知识 es 中， 


6.6.1 图 的 邻接 矩阵 


第 一 种 图 的 矩阵 表示 邻接 矩阵 , 它 表 示 的 是 图 中 任意 两 个 节点 间 的 邻接 关系 . 
【定义 6-29】 设 G 一 (V,E) 是 图 ,节点 集合 已 编号 V 一 (wu ,zw 则 G 的 邻接 矩 

阵 (adjacency matrix)4(G) 王 (ap ) wx 中 元 素 ay 是 w 邻接 到 vw; 的 边 数 (i,j 二 1,2,…,n). 
在 图 6-31(a) 和 图 6-31(b) 中 ,图 G 和 G， 的 邻接 矩阵 分 别 为 ， 


0 人 1 0 0 和 070 

2 有 0 1 
A(Gi) = A(G,) = 

1 0 1 oy 0 

0 1 1 8 0 0 1 0 


全 Ul 
Uv Ua Us 
(a) Ci (b) C> 
图 6-31 
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从 一 个 图 的 邻接 矩阵 容易 得 出 每 个 节点 的 度数 ,以 有 向 图 G 为 例 ,A(G) 中 第 i 行 元 素 
之 和 为 第 i 个 节点 vi 的 出 度 (i 二 1,2,…,n) ,第 j 列 元 素 之 和 为 第 j 个 节点 v; 的 入 度 (7 一 1， 
2 加 )。 

从 图 的 邻接 矩阵 可 以 得 出 从 节点 立 到 六 长 度 为 1 (1 三 1) 的 路 的 数目 . 

【定理 6-10】 设 4 是 图 G 的 邻接 矩 阵 , 则 A'(! 三 1) 中 (i, 丫 位 置 元 素 ec 所 为 从 节点 ww 到 
v; 长 度 为 1 的 路 的 数目 . 

证 设 G 是 n 阶 图 .对 /使 用 数学 归纳 法 . 当 /=1 时 ,结论 成 立 . 


假设 /一 1 时 成 立 ,考虑 A! 中 (i, 让 位 置 元 素 ug. 根据 矩阵 乘法 知 , 由 于 ul 二 Jag 。 
kel 
ay ;所 以 a&-Day 表示 从 vi 到 vi 长 度 为 1 一 1 再 从 芭 到 二 长 度 为 1 的 路 的 数目 (4 二 1， 
2,… ,1D)， 进而 ap 二 a0 ay 是 v; 到 ;长度 为 1 的 路 的 数目 . 
k=1 


注意 在 离散 问题 讨论 中 ,数学 归纳 法 也 是 经 常 使 用 的 一 种 证 明 方法 . vw 


【 例 6-7】 在 如 图 6-32 所 示 的 有 向 图 G 中 ， 广 


(1) 求 出 从 vs 到 ws 长 度 为 1,2,3,4 的 路 各 有 多 少 条 ? 使 
(2) G 中 长 度 为 3 的 路 共有 多 少 条 ? 其 中 有 多 少 条 是 回路 ? UI VU 
(3) G 是 哪 类 连通 图 ? 图 6-32 
解 ” 先 写 出 图 G 的 邻接 矩阵 4 ,再 计算 A? ,43 ,44. 
| 下 人 和 
0 0 0 0 1 1 0 10D 
让 = 0 ls 0 0 
0 0 0 1 | 人 了 工 炎 机 
.| 和 二 
2 0 0 0 4 0 4 0 
(1 0 0 0 0 4 
4 一 42。4 一 |2 0 2 0 0 A=A*。5A=|0 4 0 4 0|， 
0 0 坟 0 0 雪 
000 0 4 4 0 4 0 0 


(1) 从 vs 到 vs 长 度 为 1,2,3,4 的 路 分 别 有 1, 0, 0, 4 条 . 

(2) 由 于 A 中 所 有 元 素 之 和 为 20, 所 以 G 中 长 度 为 3 的 路 共有 20 条 . 又 由 于 对 角 线 上 
元 素 之 和 为 12, 故 其 中 有 12 条 是 回路 . 

(3) 从 A,A? ,43 ,A 知 , 均 有 (i, 丫 位 置 元 素 不 为 0 的 情况 ,说 明 G 中 任意 两 个 节点 之 间 
均 相 互 存在 路 ,所 以 G 是 强 连通 图 . 


6.6.2 图 的 可 达 和 矩阵 


第 二 种 图 的 矩阵 表示 可 达 和 矩阵 , 它 表 示 的 是 图 中 任意 两 个 节点 间 的 可 达 关 系 . 
【定义 6-30】 设 G 二 (V,E) 是 图 ,节点 集合 已 编号 V 二 {如 ,vo,…,v,), 则 G 的 可 达 珑 
阵 (accessible matrix)P(G) 二 (Pp; )wxs 中 元 素 p; 如 下 选取 
1， wi 可 达 vw; 


y 一 ,ij = 1,2,° on 
久 一 10， 其 他 


2 


例 6-7 中 图 的 可 达 和 矩阵 为 


P(G) = 


fl, et bd 
i 
| 

bt pl hh es 
于 


L 
容易 由 图 的 邻接 矩阵 4(C) 得 出 其 可 达 和 矩阵 P(G) ,一 个 非常 有 效 的 算法 是 Warshall 算 
法 呈 9 . 根据 我 们 的 可 达 和 矩阵 的 定义 知 ,P(G) 中 所 有 主 对 角 线 上 的 元 素 全 为 1, 这 是 由 于 任 
意 节点 可 达 自 身 所 致 . 
更 容易 从 图 的 可 达 和 矩阵 得 出 图 的 连通 性 质 . 


6.6.3 图 的 关联 矩阵 


第 三 种 图 的 矩阵 表示 

1. 无 向 图 

【定义 6-31】 设 G=(V,E) 是 无 向 图 ,节点 集合 和 边 集合 均 已 编号 V 二 {vi yo 
下 一 {elez ,em), 则 G 的 关联 矩阵 (incidence matrix)M(G) 二 (m5 )wxwm 中 元 素 mi; 为 节点 
vi 与 边 e; 的 关联 次 数 . 

【 例 6-8】 求 出 如 图 6-33(a) 所 示 中 无 向 图 G 的 关联 矩阵 . 


关联 和 矩阵 , 它 表示 的 是 图 中 节点 与 边 之 间 的 关联 关系 . 


-0 
解 G, 的 关联 逢 阵 为 MGGD) 一 | 1 1 2" "| 
四 了 | 
1 
根据 图 的 关联 矩阵 可 得 到 图 的 一 些 性 质 ,如 节点 的 度数 ,是否 存在 多 重 边 ,是否 存在 孤 
立 点 等 


2. 有 向 图 
【定义 6-32】 设 G=(V,E) 是 无 自 环 (loop) 的 有 向 图 ,节点 集合 和 边 集合 均 已 编号 
V 一 (un), 开 =(ee…enw), 则 G 的 关联 矩阵 (incidence matrix)M(G) 一 
(m5 )wxm 中 元 素 m5 为 
1， vi 为 ej 的 起 点 
ms = 4—1, wv; 为 e; 的 终点 ， i = 1,2,°% ,nn3] = 1,2,° ,mm. 
0， vi 与 ej 不 关联 
【 例 6-9】 求 出 如 图 6-33(b) 所 示 中 有 向 图 Gs 的 关联 矩阵 . 


| 


图 6-33 


= 二 由 用 
1 时 0 0 
= ,= | 
0 
图 还 有 其 他 和 矩阵 表示 ,如 距离 矩阵 、 圈 矩阵 以 及 割 集 矩 阵 等 ,参考 有 关 文献 [16 一 19]. 前 
面 已 经 谈 到 ,有 了 这 些 图 的 矩阵 表示 ,可 以 用 线性 代数 中 的 知识 ,特别 是 矩阵 理论 对 图 做 更 
深入 的 研究 ,由 于 篇 幅 所 限 , 本 书 不 涉及 这 些 内 容 的 进一步 讨论 ,可 参见 有 关 图 论文 献 . 


解 ”G; 的 关联 矩阵 为 M(GC; ) 一 


习 题 6.6 


1. 分 别 写 出 如 图 6-34(a) 和 图 6-34(b) 所 示 的 邻接 矩阵 和 可 达 和 矩阵 . 
2. 图 6-35 所 示 的 是 一 个 有 向 图 G. 

(1) 求 出 从 vs 到 vw, 长 度 为 4 的 路 各 有 多 少 条 ? 并 从 图 中 列举 出 来 . 
(2) G 中 长 度 为 3 的 路 共有 多 少 条 ? 其 中 有 多 少 条 是 回路 ? 


(WG (b) C， 
图 6-34 


(3) G 是 哪 类 连通 图 ? 

3. 在 如 图 6-36 所 示 的 有 向 图 G 中， 

(1) 计算 图 G 的 邻接 矩阵 4. 

(2) G 中 vi 到 wi 的 长 度 为 4 的 路 有 和 多少 条 ,并 根据 图 分 别 表示 出 来 . 
(3) G 中 vi 到 wi 的 长 度 为 3 的 回路 有 多 少 条 ,并 根据 图 表示 出 来 . 


v e 
A SS 3 a 


Vy 6s Us (0) Gi (b) G6, 
图 6-36 图 6-37 


(4) G 中 长 度 为 4 的 路 共有 和 多少 条 ? 其 中 有 多 少 条 是 回路 ? 
(5) G 中 长 度 二 4 的 路 共有 和 多少 条 ? 其 中 有 多 少 条 是 回路 ? 
(6) G 是 哪 类 连通 图 ? 

4. 求 出 图 6-37 所 示 的 无 向 图 G; 及 有 向 图 G* 的 关联 矩阵 . 
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5. 给 定 图 G=(V,E) ,其 中 V={wyu ww) 定义 G 的 距离 vs va 
矩阵 为 也 一 (dy ),xs ,其 中 dj 二 4d (visvj) si,j 二 1,2,…,n. 试 写 出 如 


图 6-38 所 示 中 图 G 的 距离 矩阵 D(G). ie 
,2 
Uy Uy 
6. 已 知 有 向 图 G 的 邻接 矩阵 为 4 一 | , |. 而 出 图 G 图 6-38 
5 | 
的 图 形 . 
下 下 
1 四 全 机 
7. 已 知 无 向 图 G 的 关联 矩阵 为 M=|0 0 1 1 0 1|, 画 出 图 G 的 图 形 . 
W001 7 
O00 0 


6.7 赋 权 图 及 最 短路 径 


6.7.1 赋 权 图 


在 图 的 实际 应 用 中 , 除 建 立 图 论 模 型 外 ,有 时 还 需要 将 一 些 附加 信息 赋予 图 的 边 或 节 
点 ,这 就 是 赋 权 图 (weighted graph). 本 节 仅 讨论 边 赋 权 图 . 

【定义 6-33】 设 G=(V,E) 是 任意 图 , 若 G 的 每 一 条 边 上 都 赋予 一 个 非 负 实数 , 则 称 
G 是 边 赋 权 图 . 

如 图 6-39 所 示 是 两 个 边 赋 权 图 . 


图 6-39 


在 边 赋 权 图 G 一 (V, 尼 ) 中 ,每 条 边 上 所 赋 的 非 负 实数 称 为 这 条 边 上 的 权 , 它 可 以 理解 为 
该 边 上 的 流量 或 通过 该 边 的 时 间 费用 ,还 可 以 理解 为 该 边 的 长 度 . 
赋 权 图 6-39 的 邻接 矩阵 分 别 为 


可 86 


0 
六 We 
0 _ 
_ .0 
和 
人 
A(G)=|0 0 0 0.5 0 0|，4(G:)= 
(0 
(ot 
a 0 
GO 0 0 0 0 0 5 
0 而 而 这 入 
[oa i 


6.7.2 最 短路 径 


在 边 赋 权 图 G 王 (V, 眉 ) 中 ,从 一 个 节点 到 另 一 个 节点 的 路 上 所 有 边 上 的 权 之 和 称 为 该 
路 的 “ 权 ”, 例 如 在 图 6-39(a) 中 路 vowvsvsvev 的 权 为 2 十 3 十 1 十 5 一 11. 

在 实际 应 用 中 ,最 短线 路 的 铺设 .运输 网 络 的 最 少时 间 以 及 互联 网 上 的 最 短路 由 问题 
等 ,都 需要 得 出 从 一 个 节点 到 别 的 节点 权 最 小 的 一 条 路 , 它 必 为 路 径 , 称 为 最 短路 径 . 

荷兰 著名 计算 机 专家 E，W. Dijkstra 于 1959 年 提出 的 求 一 个 节点 到 其 他 任意 节点 的 
最 短路 径 算 法 ,是 至 今 为 止 被 大 家 公认 的 有 效 算 法 ,其 时 间 复 杂 度 为 OC(x?), 其 中 双 为 图 的 
节点 个 数 . 

设 G=(V,E) 是 nn 阶 边 赋 权 图 ,V=={vi ,vs，…,v，) ,用 wi 表示 节点 vi 到 wv 的 边 上 的 权 
(i.j 二 1,2,…,n), 若 v; 到 wj 无边, 则 令 一 十 co. 

目标 : 求 节点 vw, 到 其 他 任意 节点 的 最 短路 径 . 

Dijkstra( 迪 杰 斯 特 拉 ) 算法 将 V 划分 成 两 部 分 P 和 荆 ,P 表示 永久 性 节点 集 ,而 T= 
V 一 P 称 为 临时 节点 集 . 对 PP 的 每 节点 wv 进行 P 标号 1(v) ,表示 节点 vi 到 w 的 最 短路 径 的 
权 , 而 工 中 每 节点 w 的 T 标 号 1(v) 表 示 节 点 vi 到 w 的 一 条 路 上 的 权 . 

Dijkstra 算法 : 

(1) 令 P={w} 且 vw 进行 PP 标号 1 (wv)==0, 对 T=V 一 P 中 节点 进行 了 标号 1(wv)= 
WE 

(2) 在 所 有 工 标号 的 节点 中 ,选取 最 小 标号 节点 v; 进入 PP. 

(3) 重新 按 下 列 方式 计算 具有 工 标号 的 其 他 节点 ww 的 工 标 号 : 

min {L (二 ) (vi) ws} 

(4) 重复 上 述 (2) 和 (3) 步 骤 , 直 至 |P|=n. 

【 例 6-10】 利用 Dijkstra 算法 求 出 图 6-39 中 从 mm 到 其 余 所 有 节点 的 最 短路 径 . 

解 ” 以 表格 形式 简化 Dijkstra 算法 求解 图 6-39(a) 的 过 程 如 表 6-1 所 示 , 其 中 vs 所 在 
列 7/vs 表示 vs 在 vi 到 vs 的 最 短路 径 上 ,并 且 与 vs 邻接 , 依 此 类 推 . 


表 6-1 

1 0 2/u 5 3 co co co 
2 4 3/u co 9 co 
要 4/v 区 9 co 
4 了 /mw 9 co 
5 8/vs 14 
6 13/w 


于 是 ,从 v 到 其 余 各 节点 的 最 短路 径 如 图 6-40(a) 所 示 . 


以 表格 形式 简化 Dijkstra 算法 求解 图 6-39(b) 的 过 程 如 表 6-2 所 示 . 
表 6-2 
vo vw vs vs vs vs 
1 0 1/w 4 co co 
2 3/ve 8 6 
3 8 4/vs 
4 7/vs 10 
5 9/w 


于 是 ,从 vw 到 其 余 各 节点 的 最 短路 径 如 图 6-40(b) 所 示 . 


Wl U3 


Va 
(a) (b) 
图 6-40 


注意 ”Dijkstra 算法 既 适 合 于 无 向 图 ,也 适合 于 有 向 图 . 

下 面 介绍 的 Warshall 算法 是 由 Warshall 给 出 并 经 R. W. Floyd( 弗 洛 伊 德 ) 改 进 的 算 
法 , 它 可 求 出 任意 两 个 点 之 间 的 最 短路 径 , 也 可 参见 文献 [13]. 

Warshall 算法 : 

(DD) 令 W®= (wi)= (wp ). 

(2) 利用 We 依次 构造 WD ,WS ,…,W® ,其 中 W®=(wh ) ,ww =min{ Ww 十 
ww} ,wu 因 是 从 vv 到 包 中 间 节 点 仅 属于 (www…,w) 的 最 短路 径 的 权 . 

最 后 得 到 的 W” 就 是 从 vw; 到 wv; 的 最 短路 径 的 权 . 

与 最 短路 径 相 反 ,需要 考虑 最 长 路 径 问题 . 在 一 个 赋 权 图 中 ,从 一 个 ( 源 ) 节 点 到 另 一 个 
( 汇 ) 节 点 间 的 最 长 路 径 称 为 关键 路 径 (critical path). 


习 题 6.7 


1. 在 一 个 赋 权 图 中 ,如 何 理解 权 为 0 边 ? 对 边 上 的 权 应 怎样 理解 最 好 ? 

2. 在 图 6-39(a) 中 ,利用 Dijkstra 算法 求 出 从 w 到 其 余 各 节点 的 最 短路 径 . 

3. 在 赋 权 图 6-41 中 ,利用 Dijkstra 算法 求 出 从 到 vw 的 所 有 最 短路 径 及 其 权 . 
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1. 图 的 基本 概念 
图 G 二 (V,E) 主 要 由 两 部 分 组 成 : 节点 集合 V 和 边 集 合 E. 通常 研究 有 限 的 无 向 图 和 
有 向 图 . 

设 G=(V,E) 是 图 ,节点 和 ww 邻接 是 指 从 节点 w 到 wv 有 边 . 在 无 向 图 G==(V,E) 中 ,两 条 
边 ea 和 es 邻接 是 指 这 两 条 边 有 公共 端点 . 设 G=(V,E) 是 图 , 边 e 与 其 两 个 端点 是 关联 的 . 

无 自 环 且 无 平行 边 的 图 是 简单 图 , 例如 K,. 设 G==(V,E) 是 n 阶 简单 无 向 图 ,由 G 的 
所 有 节点 以 及 由 能 使 G 成 为 K, 需要 添加 的 边 构 成 的 图 为 G 的 补 图 G. 

深入 理解 图 的 定义 ,能 对 较 简单 的 实际 问题 建立 图 模型 . 

2. 节点 的 度数 

设 G=(V,E) 是 无 向 图 ,与 节点 v 关 联 的 所 有 边 数 为 节点 v 的 度数 deg(v) ,节点 处 的 一 
个 自 环 算 2 度 . 

设 G=(V,E) 是 有 向 图 ,以 wv 为 起 点 的 边 的 数目 为 节点 v 的 出 度 od(v), 以 wv 为 终点 的 
边 的 数目 为 节点 wv 的 入 度 id(v) ,od(v) 十 id(v) 是 节点 wv 的 度数 deg(v). 

握手 定理 ”在 任何 (n,m) 图 G==(V,E) 中 ,其 所 有 节点 度数 之 和 等 于 边 数 mm 的 2 信 , 即 


D3 deg(v) = 2m. 
v€EV 


掌握 节点 (出 、 入 ) 度 的 定义 , 能 熟练 运用 握手 定理 ,了 解 孤立 点 .k- 正 则 图 、 最 大 度 
A(G) .最 小 度 6(G) 和 度数 序列 等 概念 . 

3. 子 图 、 图 的 运算 和 图 同 构 

图 G==(V,E) 的 任意 部 分 只 要 能 构成 图 就 是 G 的 子 图 , 产生 子 图 的 常见 4 种 方式 : 
GLWj,G 一 W,GLFj],G 一 F. 节点 与 G 相同 的 子 图 是 G 的 生成 子 图 . 

两 个 图 同 构 G, 实 Gs 是 指 这 两 个 图 本 质 上 是 同一 个 图 . 

理解 子 图 的 定义 和 两 个 图 同 构 的 直观 含义 ,了 解 图 的 集合 运算 定义 . 

4. 路 与 回路 

在 图 G 一 (V,E) 中 ,从 一 个 节点 出 发 , 沿 着 一 些 边 连续 移动 到 另 一 个 节点 就 是 路 工 ， 
L 所 经 过 的 边 数 称 为 路 工 的 长 度 或 跳 数 . 节点 不 重复 的 路 称 为 路 径 ; 边 不 重复 的 路 称 为 
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在 图 G==(V,E) 中 , 称 节点 w 到 节点 v 的 边 数 最 少 的 路 径 的 长 度 为 x 到 vw 的 距离 d (u， 


v). 图 G 的 直径 di 


am(G)=maxd (u,v). 
uv€EV 


起 点 与 终点 相同 的 路 称 为 回路 . 边 不 重复 的 回路 称 为 简单 回路 或 闭 迹 . 除 起 点 重复 一 


次 外 , 别 的 节点 均 不 重复 的 简单 回路 称 为 圈 或 环 . 

掌握 路 .路 的 长 度 、 路 径 、 轨 迹 、 距 离 、 直 径 、 回 路 、 闭 迹 和 图 的 概念 . 

5. 图 的 连通 性 

(1) 无 向 图 G==(V,E) 是 连通 图 是 指 任意 u,vEV 均 可 达 . 无 向 图 G 的 连通 分 支 是 
G 的 极 大 的 连通 子 图 . 能 根据 已 知 条 件 判断 或 证 明 图 的 连通 性 . 


(2) 连通 无 向 
点 个 数 . 连通 无 向 
的 数目 . 了解 点 连 
(3) 有 向 图 G 


图 G 的 点 连通 度 rk(G) 是 使 得 G 不 连通 或 为 1 阶 图 所 要 删 去 的 最 少 的 节 
图 G 的 边 连通 度 A4(G) 是 使 得 G 不 连通 或 为 平凡 图 所 要 删 去 的 最 少 的 边 
通 度 <(G) 和 边 连通 度 A(G). 

三 (V,E) 强 连通 图 是 指 任意 u,v€EV,u 和 w 相互 可 达 . 设 G 是 2 (三 2) 


阶 有 向 图 , 则 G 强 连 通 当 且 仅 当 G 中 存在 一 条 回路 , 它 通过 所 有 节点 .有 向 图 G 的 极 大 的 强 


连通 子 图 称 为 G 的 强 连通 分 支 ; 有 向 图 G 的 任意 节点 vEV 都 位 于 且 仅 位 于 G 的 一 个 强 连 


通 分 支 中 . 


有 向 图 G= 二 (V,E) 单 向 连通 图 ,是 指 对 于 任意 u,v€EV, 从 可 达 wv 或 者 从 v 可 达 u. 有 
向 图 G 单 向 连通 当 且 仅 当 G 中 存在 一 条 路 , 它 通过 所 有 节点 . 有 向 图 G 的 极 大 的 单 向 连通 
子 图 是 G 的 单 向 连通 分 支 . 

有 向 图 G 弱 连 通 图 是 指 不 考虑 边 的 方向 是 无 向 连通 图 . 有 向 图 G 的 极 大 的 弱 连 通 子 
图 称 为 G 的 弱 连通 分 支 . 

要 求 能 判断 有 向 图 的 连通 性 , 求 出 有 向 图 的 强 ( 单 向 、 弱 ) 连 通 分 支 . 


6. 图 的 矩阵 表示 
设 G=(V,E) 是 图 ,节点 集合 编号 V={u um ,…,w}, 则 G 的 邻接 矩阵 4(G) 一 (ay ) xs 


中 元 素 oy 是 w 邻接 到 的 边 数 (i,j 二 1,2,…,n). 
定理 设 A 是 图 G 的 邻接 矩阵 , 则 A'(1 三 1) 中 (i, 丫 位 置 元 素 a 为 从 节点 wv; 到 vw 长 


度 为 ! 的 路 的 数目 


掌握 图 邻接 矩阵 及 上 述 结 论 , 了 解 可 达 和 矩阵 和 关联 和 矩阵. 
7. 赋 权 图 及 最 短路 径 


设 G=(V,E) 


是 任意 图 , 若 G 的 每 一 条 边 上 都 赋予 一 个 非 负 实数 , 则 G 是 边 赋 权 图 . 


两 节点 间 权 最 小 的 一 条 路 就 是 最 短路 径 . 
深入 理解 边 赋 权 图 , 了 解 最 短路 径 和 求 最 短路 径 的 Dijkstra 算法 . 


第 7 章 几 类 特殊 的 图 


图 论 是 处 理 离散 对 象 的 一 种 重要 的 数学 工具 . 本 章 讨论 几 类 在 理论 研究 和 实际 应 用 中 
都 有 着 重要 意义 的 特殊 图 . 


7.1 欧 拉 图 


7.1.1 欧 拉 图 的 有 关 概 念 


欧 拉 图 是 1736 年 由 年 仅 29 岁 的 欧 拉 (Euler) 研 究 “ 七 桥 问题 ?时 考虑 的 一 种 图 ,由 此 得 
出 3 个 概念 . 

【定义 7-1】 设 G=(V,E) 是 任意 图 ,G 中 经 过 所 有 边 一 次 且 仅 一 次 的 路 称 为 欧 拉 轨迹 
(Eulerian trail) 或 欧 拉 路 ,G 中 经 过 所 有 边 一 次 且 仅 一 次 的 回路 称 为 欧 拉 回 路 (Eulerian 
circuit) ,存在 欧 拉 回路 的 图 称 为 欧 拉 图 (Eulerian graph) 或 简称 为 下 图 . 

显然 , 欧 拉 回路 是 欧 拉 轨 迹 , 但 反 过 来 一 般 不 成 立 . 如 图 7-1(a) 所 示 中 的 图 存在 欧 拉 轨 
迹 ,但 不 存在 欧 拉 回路 . 

如 图 7-1(b) 所 示 中 的 图 存在 欧 拉 回路 vivovivivsvovsvsvavsvi, 它 是 欧 拉 图 . 
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7.1.2 欧 拉 定 理 


【定理 7-1】 〈 欧 拉 定 理 ) 设 G 是 非 平凡 连通 无 向 图 , 则 G 是 欧 拉 图 的 充 要 条 件 是 G 的 
每 节点 度数 为 偶数 . 

证 〈 之 ) 显 然 . 

(三) 设 G 是 (n,m2) 图 .车 x==1, 则 G 是 (1,1) 图 ,结论 成 立 .假设 对 边 数 小 于 mm 的 连通 
图 结论 成 立 , 当 边 数 为 m 时 ,由 于 G 是 非 平凡 连通 图 且 每 个 节点 度数 为 偶数 ,G 中 每 节点 度 
数 均 三 2, 由 定理 6-3 知 G 中 存在 一 个 圈 C. 先 从 G 中 去 掉 C 中 的 所 有 边 得 到 一 个 图 ,其 每 
一 个 连通 分 支 的 每 节点 度数 为 偶数 ,由 归纳 假设 知 ,每 一 个 连通 分 支 是 欧 拉 图 ,进而 


19 启 


存在 欧 拉 回 路 ,于 是 图 G 中 通过 回路 C 存在 欧 拉 回路 (如 图 7-2 所 示 ) , 故 G 是 欧 拉 图 . 
欧 拉 定理 给 出 了 一 个 连通 图 存在 欧 拉 回 路 的 


充 要 条 件 , 但 要 具体 找 出 一 条 这 样 的 回路 也 是 要 过 
有 章 可 循 的 ,随意 行走 是 不 行 的 , 可 参见 图 7-2. 2 
1921 年 Fleury 给 出 了 一 个 求 欧 拉 回路 的 算法 om. /CAN 


类 似 于 欧 拉 定 理 有 以 下 几 个 定理 . 

【定理 7-2】 设 G 是 弱 连 通 图 , 则 G 是 欧 拉 图 
的 充 要 条 件 是 G 的 每 节点 的 入 度 等 于 其 出 度 . 图 732 

【 例 7-1】 设 G 和 Gs 是 nn 阶 完全 图 K,(n 宇 4) 
的 两 个 不 同 的 子 图 ,车 它们 都 是 欧 拉 图 , 则 G 和 Gs 的 环 和 Gi 外 Gs 的 每 个 连通 分 支 是 欧 
拉 图 . 

证 设 v 是 G 由 cs 中 任意 节点 ,根据 已 知 条 件 及 欧 拉 定理 知 ,wv 在 G! 和 Gs 的 度数 
di 和 ds 均 为 偶数 .车 wv 在 Gi 门 Gs 的 度数 为 d, 则 wv 在 G1 田 G: 中 的 度数 为 di 十 ds 一 24 仍 为 
偶数 ,所 以 G: 申 G* 的 每 个 连通 分 支 是 欧 拉 图 . 

根据 定理 7-1 容易 得 出 以 下 定理 . 

【定理 7-3】 设 G 是 连通 无 向 图 , 则 G 中 存在 欧 拉 轨迹 的 充 要 条 件 是 G 的 度数 为 奇数 
的 节点 个 数 为 0 或 为 2. 

证 若 欧 拉 轨 迹 不 是 欧 拉 回 路 ,只 需 在 轨迹 的 起 点 和 终点 之 间 增 加 一 条 “新 ” 边 ,问题 转 
化 为 欧 拉 回 路 . 

根据 定理 7-3 知 ,“ 七 桥 问题 "无 解 : 不 存在 欧 拉 轨迹 . 

有 趣 的 中 国 古 老 数 学 游戏 “一 笔画 问题 "与 定理 7-3 密切 相关 . 所 谓 一 个 图 能 一 笔画 出 
是 指 从 图 的 某 节点 出 发 , 线 可 以 相交 但 不 能 重合 ,不 起 笔 就 可 以 将 图 画 完 . 

同样 ,对 于 有 向 图 有 以 下 定理 . 

【定理 7-4】 设 G 是 弱 连 通 图 , 则 G 中 存在 欧 拉 轨迹 的 充 要 条 件 是 满足 下 列 条 件 之 一 . 

(1) G 的 每 节点 的 人 度 等 于 其 出 度 . 

(2) G 中 存在 一 个 节点 出 度 比 人 度 多 1, 存 在 一 个 节点 入 度 比 出 度 多 1 ,而 其 余 所 有 节 
点 的 入 度 等 于 其 出 度 . 


7.1.3 中 国 邮 递 员 问题 


一 位 邮递 员 从 邮局 选 好 邮件 去 投递 ,然后 返回 邮局 ,要求 邮 递 员 必 须 经 过 其 负责 的 每 一 
条 街 至 少 一 次 ,为 这 位 邮递 员 设 计 一 条 投递 线路 ,使 总 路 程 最 短 . 

显然 , 若 连通 无 向 图 有 度数 为 奇数 的 节点 ,由 于 必须 返回 邮局 ,邮递 员 必 须 重 复 走 一 些 
街道 ,问题 是 怎样 才能 使 得 完成 投递 任务 所 走 的 路 最 短 . 这 是 一 个 在 边 赋 权 的 图 中 允许 添加 
多 重 边 后 求 最 短 欧 拉 回 路 的 问题 . 

中 国 邮 递 员 问题 (Chinese postman problem) 首 次 由 中 国 图 论 专 家 管 梅 谷 于 1962 年 提 
出 并 研究 ,提出 了 “奇偶 点 图 上 作业 法 ”, 引 起 世界 上 不 少数 学 家 的 关注 . 在 1973 年 匈牙利 数 
学 家 Edmonds 和 Johnson 对 中 国 邮 递 员 问题 给 出 了 一 种 有 效 算法 :另外 ,在 1995 年 王 树 禾 
研究 了 多 邮递 员 中 国 邮 路 问题 (A-Postman Chinese Postman Problem,A-PCPP) ,参见 文 
献 [17]. 
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习 题 7.1 


1. 画 出 分 别 满足 以 下 条 件 的 欧 拉 图 (n,m). 
(1) n 和 的 奇偶 性 相同 . 
(2) 2 和 的 奇偶 性 相反 . 
. 证 明 : n 阶 完全 无 向 图 K， 是 欧 拉 图 当 且 仅 当 为 奇数 . 
3. 判断 如 图 7-3 所 示 的 图 形 能 否 一 笔画 . 


4. 如 图 7-4 所 示 的 两 个 图 各 需要 多 少 笔 才 能 夯 出 ? 


5. 如 图 
加 后 的 图 的 
为 欧 拉 图 ? 


/A 
民用 


图 7-4 


图 形 . 若 只 能 添加 原 图 的 一 些 边 的 多 重 边 ,能 使 得 其 成 


6. 在 图 7-3(b) 中 ,给 出 一 种 添加 多 重 边 的 方法 ,使 其 成 为 欧 


拉 图 . 


7. 在 图 7-6 的 赋 权 图 中 ,如 何 添加 多 重 边 才能 使 其 得 到 的 欧 


拉 回 路 最 短 ? 
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9. .证明 ， 若 无 向 图 G 恰 有 两 个 节点 和 度数 为 奇数 , 则 在 


G 中 可 达 


v. 如果 G 是 有 向 图 ,上 述 结论 是 否 成 立 ? 


7-5 所 示 的 彼得 森 (Petersen) 图 至 少 要 加 多 少 条 边 才 能 成 为 欧 拉 图 ? 试 画 出 添 


10. 设 G==(V,E) 是 连通 无 向 图 , 且 有 2k(k 宇 1) 个 度数 为 奇数 的 节点 ,证 明 : 在 G 中 存 


在 & 条 轨迹 ， 


它们 包含 了 G 中 的 所 有 边 . 
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7.2 哈密 尔 顿 图 


1859 年 爱尔兰 数学 家 哈密 尔 顿 (William Rowan Hamilton,1805 一 1865) 发 明了 一 个 周 
游 世界 游戏 3 : 在 一 个 木 制 的 正 12 面体 的 20 个 顶点 上 标示 世界 上 的 20 个 大 城市 ,它们 分 
别 是 北京 .莫斯科 、 东 京 .柏林 、 巴 黎 、 纽 约 、 旧 金山 .伦敦 .罗马 .里约热内卢 、 布 拉 格 、 新 西伯 
利 亚 、 墨 尔 本 .耶路撒冷 .巴格达 上海 ,布达佩斯 .开罗 、 阿 姆 斯 特 丹 和 华沙 . 若 从 一 个 城市 出 
发 , 沿 正 12 面体 的 棱 旅 行 , 每 个 城市 仅 经 过 一 次 ,最 后 回 到 原 出 发 点 ,就算 旅行 成 功 . 

这 个 游戏 的 发 明 专利 以 25 个 金币 的 高 价 转让 给 一 个 玩具 商 , 据 说 这 个 玩具 商 在 几 个 月 
内 的 时 间 就 成 了 一 位 腰 缠 万 贯 的 富豪 . 

从 这 个 游戏 抽象 出 图 论 中 一 种 非常 重要 的 哈密 尔 顿 图 , 且 派 生出 至 今 为 止 颇具 研究 价 
值 的 TSP(CTraveling Salesman Problem ). 

先 介绍 与 哈密 尔 顿 图 有 关 的 3 个 概念 . 


7.2.1 哈密 尔 顿 图 的 有 关 概 念 


【定义 7-2】 设 G=(V,E) 是 任意 图 ,G 中 经 过 所 有 节点 一 次 且 仅 一 次 的 路 径 称 为 哈密 
尔 顿 路 径 (Hamiltonian path) ,G 中 经 过 所 有 节点 一 次 且 仅 一 次 ( 除 起 点 重复 一 次 外 ) 的 圈 称 
为 哈密 尔 顿 回路 (Hamiltonian cycle) (哈密 尔 顿 环 或 哈密 尔 顿 圈 ) ,存在 哈密 尔 顿 回路 的 图 
称 为 哈密 尔 顿 图 (Hamiltonian graph) 或 简称 为 H 图 . 

显然 ,由 哈密 尔 顿 回路 可 得 到 哈密 尔 顿 路 径 , 不 返回 出 发 点 即 可 ,但 反 过 来 一 般 不 成 立 ， 
在 图 7-8(a) 中 的 图 中 存在 哈密 尔 顿 路 径 bcaed, 但 不 存在 哈密 尔 顿 回路 . 

图 7-8(b) 中 的 图 存在 哈密 尔 顿 回路 vivsvivsvzvi, 它 是 哈密 尔 顿 图 . 

注意 欧 拉 图 行 遍 所 有 边 , 而 哈密 尔 顿 图 行 遍 所 有 节点 ,一 般 来 说 有 些 边 不 能 走 到 ,两 
者 之 间 没 有 必然 联系 . 

显然 ,一 个 无 向 哈密 尔 顿 图 是 连通 图 ,一 个 有 向 哈密 尔 顿 图 是 强 连通 图 . 先 回 到 开始 时 
提 到 的 周游 世界 游戏 问题 . 

【 例 7-2】 前 面 提 到 的 周游 世界 游戏 有 解 , 试 加 以 说 明 . 

解 将 正 12 面体 投影 在 平面 上 得 到 一 个 无 向 图 G, 该 图 存在 一 条 哈密 尔 顿 回路 , 如 
图 7-9 所 示 按 顺序 从 1 到 2…… 一 直到 20, 最 后 回 到 1, 所 以 G 是 哈密 尔 顿 图 , 故 周 游 世 界 
游戏 有 解 . 

判断 一 个 图 是 否 是 哈密 尔 顿 图 是 非常 困难 的 ,虽然 已 经 有 一 些 用 于 判断 图 是 哈密 尔 顿 
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图 的 充 要 条 件 , 但 到 目前 为 止 还 没有 一 种 方法 可 以 有 效 地 解决 哈密 尔 顿 图 的 判断 问题 ,这 是 
一 个 计算 机 科学 中 的 一 个 NP 难 问题 . 
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(a) (b) 8 了 


下 面 分 别 介绍 哈密 尔 顿 图 的 必要 条 件 和 哈密 尔 顿 图 的 充分 条 件 
7.2.2 哈密 尔 顿 图 的 必要 条 件 


【定理 7-5】 设 G=(V,E) 是 哈密 尔 顿 无 向 图 , 则 对 于 任意 名 了 关 WCV 均 有 ww(G 一 
W)<IWI. 

证 根据 已 知 条件 ,G 中 存在 哈密 尔 顿 回路 C. 显然 ,w(G 一 W) 三 w(C 一 W) 三 |W|l. 

【 例 7-3】 举例 说 明 ,定理 7-5 的 结论 作为 条 件 不 是 充分 的 . 

解 ” 对 于 彼得 森 (Petersen) 图 ,可 以 验证 它 不 是 哈密 尔 顿 图 . 如 图 7-10 所 示 说 明 彼得 
森 图 满足 定理 7-5 的 结论 . 


在 彼得 森 图 中 ,删除 1 个 或 2 个 节点 都 连 = s,s 
通 ; 若 删除 3 个 节点 ,最 多 只 能 得 到 2 个 连通 分 , .一 


支 ( 如 图 7-10(a) 所 示 ); 若 删除 4 个 节点 ,最 多 


只 能 得 到 3 个 连通 分 支 ( 如 图 7-10(b) 所 示 ); 若 
删除 5 个 节点 , 剩 下 的 节点 数 三 5, 当 然 最 多 只 @ (b) 
能 得 到 5 个 连通 分 支 . 图 7.10 
所 以 ,彼得 森 图 满足 定理 7-5 的 结论 ,但 它 
不 是 哈密 尔 顿 图 . 


7.2.3 哈密 尔 顿 图 的 充分 条 件 


1960 年 Ore 得 到 一 个 哈密 尔 顿 图 的 充分 条 件 . 
【定理 7-6】 (Ore, 1960) 设 G=(V,E) 是 n(n 宇 3) 阶 简单 无 向 图 ,车 对 于 任意 的 不 相 
邻 节点 u,v 有 


deg(u) + deg(v) 宇 nn 
则 G 是 哈密 尔 顿 图 . 
证 (1) G 是 连通 图 (参见 6. 5 节 的 例 6-6). 
(2) 在 G 中 选取 一 条 最 长 路 径 工 :wmvm…us-iu ,显然 pp 入 且 由 于 L 最 长 ,分别 与 和 
vs 邻接 的 节点 均 在 L 上 . 
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Q@ 如 图 7-11 所 示 , 若 wv 和 wv 邻接 , 则 由 于 工 最 长 及 G 的 连通 性 知 ,G 中 所 有 节点 都 
在 L 上 ,否则 会 得 出 一 条 比 工 长 1 的 路 径 . 这 时 结论 成 立 . 


图 7-11 


回 若 和 zw 不 邻接 , 设 与 邻接 的 节点 分 别 为 vi ,vi，…,vi， 若 节点 vi -1， 
vi -1 svi-1 都 不 与 v。 邻接 ,由 于 wv 和 不 邻接 ,于 是 与 v 邻接 的 节点 最 多 有 (n 一 k) 一 1 
个 ,因此 deg(u ) 十 deg(z) 委 & 十 (2 一 A) 一 1 一 2 一 1, 与 已 知 条 件 矛 盾 . 如 图 7-12 所 示 , 设 
Wi 委 m 4) 与 vp 邻接 ,因为 mm 与 vi, 邻接 ,所 以 路 径 L’: Vi V1 1Up "Ui +1 与 二 ;等 
长 ,这 时 二 的 起 点 与 终点 邻接 ,归结 到 情形 (a). 


& 2 


图 7-12 


【 例 7-4】 举例 说 明 , 定 理 7-6 的 条 件 不 是 必要 的 . 

解 ” 对 于 如 图 7-13 所 示 的 图 ,显然 是 哈密 尔 顿 图 ,但 任意 两 个 不 相 邻 节点 度数 之 和 为 
4, 而 图 的 阶 数 为 6. 

Ore 的 上 述 结 果 推 广 了 1952 年 Dirac 的 结果 . 

推论 (Dirac, 1952) 设 G=(V,E) 是 n(n 宇 3) 阶 简单 无 向 图 , 若 
对 于 任意 节点 有 deg(v) 宇 n/2, 则 G 是 哈密 尔 顿 图 . 

类 似 于 定理 7-6 有 以 下 定理 . 

【定理 7-7】 设 G=(V,E) 是 n(n 宇 3) 阶 无 向 图 ,车 对 于 任意 的 
不 相 邻 节点 u,v 有 图 7-13 

deg(u) 二 deg(v) 宇 n—1 

则 G 中 存在 哈密 尔 顿 路 径 . 

证 ( 留 作 练习 ). 

在 定理 7-6 的 证 明 过 程 中 ,使 用 了 “最 长 路 径 法 ”技巧 . 下面 再 举 一 个 例子 说 明 该 方法 的 
使 用 . 

【 例 7-5】 设 G==(V,E) 是 n(n 三 3) 阶 连通 无 向 图 ,证 明 : G 中 存在 两 个 节点 ,将 它们 删 
除 后 得 到 的 图 仍 是 连通 的 . 

证 在 G 中 选取 一 条 最 长 路 径 L : mvw…aus-izp ,由 于 工 最 长 ,分 别 与 w 和 vw 邻接 的 
节点 均 在 L 上 .考虑 G 一 {wi ,v,}. 

假定 G 一 {vi up)} 不 连通 , 则 存在 G 一 {vi ,up} 中 两 个 节点 ww 和 ws, 它们 在 G 一 {vi,v，} 
中 不 可 达 . 由 于 G 是 连通 的 ,在 G 中 存在 一 条 从 ui 可 达 w 的 路 二 . 这 时 三 必 包 含 w 或 内 . 
而 分 别 与 和 wv 邻接 的 节点 均 在 L 上 ,于 是 在 G 一 {vi,v}) 中 必 存 在 ww 可 达 us 的 路 ,这 是 
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一 个 矛盾 .所 以 G 一 {vi us)} 连 通 . 
7.2.4 旅行 商 问题 


有 个 城镇 ,其 中 任意 两 个 城镇 间 都 有 道路 (车 没有 则 规定 该 边 上 的 权 为 十 吕 ) ,一 个 售 
货 员 要 去 这 ?个 城镇 售 货 ,从 某 城 镇 出 发 ,依次 访问 其 余 n 一 1 个 城镇 且 每 个 城镇 只 能 访问 
一 次 ,最 后 又 回 到 原 出 发 地 . 问 售货员 要 如 何 安排 经 过 ?7 个 城镇 的 行走 路 线 才 能 使 他 所 走 的 
路 程 最 短 . 这 就 是 货 郎 担 问题 或 旅行 商 问题 (Traveling Salesman Problem,TSP). 

求解 TSP 就 是 要 在 一 个 赋 权 图 中 , 找 出 一 条 权 最 小 的 哈密 尔 顿 回路 . 这 是 一 个 比 判断 
一 个 图 是 否 是 哈密 尔 顿 图 更 困难 的 问题 . 当然 , 若 赋 权 图 是 一 个 三 阶 及 以 上 的 完全 无 向 图 ， 
存在 哈密 尔 顿 回路 是 显然 的 . 

求解 TSP, 可 以 先 将 所 有 的 哈密 尔 顿 回路 找 出 来 ,再 比较 其 权 的 大 小 , 求 出 权 最 小 的 哈 
密 尔 顿 回路 即 可 . 但 对 于 阶 数 较 大 的 赋 权 图 这 样 计 算 的 工作 量 太 大 . 求 货 郎 担 问 题 的 近似 解 
有 “近邻 法 ”和 “交换 法 ”. 目前 人 们 还 在 研究 利用 遗传 算法 、 模 拟 退 火 算法 .神经 网 络 ` 蚁 群 算 
法 及 粒子 群 算法 等 求 货 郎 担 问 题 的 近似 解 的 一 些 智 能 算法 ,参见 文献 [20]. 


习 题 7.2 


1. 如 图 7-14 所 示 ,两 个 图 是 否 为 哈密 尔 顿 图 ? 


(a) (b) 


图 7-14 


2. 证 明 : 若 一 个 无 向 图 G=(V,E) 存 在 一 个 节点 vEV 使 得 deg(v) 二 1, 则 G 不 是 哈密 
尔 顿 图 . 

3. 回答 下 列 问题 . 

(1) 彼得 森 图 不 是 哈密 尔 顿 图 吗 ? 说 明理 由 . 

(2) 可 以 通过 加 边 使 彼得 森 图 成 为 哈密 尔 顿 图 吗 ? 若 可 以 , 试 画 出 添加 后 的 图 的 图 形 . 

(3) 若 只 能 添加 原 彼 得 森 图 的 一 些 边 的 多 重 边 ,能 使 得 其 成 为 哈密 尔 顿 图 吗 ? 

(4) 删除 彼得 森 图 的 一 个 节点 后 所 得 到 的 图 是 否 是 哈密 尔 顿 图 ? 

4. 分 别 画 出 满足 下 列 条 件 的 无 向 图 . 

(1) 既是 欧 拉 图 又 是 哈密 尔 顿 图 . 

(2) 是 欧 拉 图 ,不 是 哈密 尔 顿 图 . 

(3) 不 是 欧 拉 图 ,是 哈密 尔 顿 图 . 

(4) 既 不 是 欧 拉 图 又 不 是 哈密 尔 顿 图 . 

5. 一 只 蚂 蚊 可否 从 立方 体 的 一 个 顶点 出 发 , 沿 着 棱 疏 行 , 它 疏 过 每 一 个 顶点 一 次 且 仅 
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一 次 ,最 后 回 到 原 出 发 点 ? 试 利用 图 作 解 释 . 

6. 设 G=(V,E) 是 n(n 宇 3) 阶 简单 无 向 图 . 

(1) 若 G 的 边 数 m 宇 C2_ 1 十 2, 则 G 是 哈密 尔 顿 图 . 

(2) 若 G 的 边 数 加 二 C2_i 十 1,G 是 否 一 定 是 哈密 尔 顿 图 ,说 明理 由 . 

7. 有 n(n 宇 4) 人 ,车 任 意 两 个 人 合 起 来 认识 其 余 一 2 个 人 , 则 他 们 可 以 站 成 一 个 圈 , 使 
得 每 个 人 的 两 旁 都 站 着 他 的 朋友 . 

8. 当 n 宇 3 时 ,K, 共有 多 少 条 不 同 的 哈密 尔 顿 回路 ? 并 求 出 K; ,Ks ,Ks 中 各 有 多 少 条 
不 同 的 哈密 尔 顿 回路 . 

9. 说 明 如 图 7-15 所 示 的 图 不 是 哈密 尔 顿 图 . 

10. 证 明 如 图 7-16 所 示 的 图 不 是 哈密 尔 顿 图 . 

11. 求 出 如 图 7-17 所 示 的 赋 权 图 G 中 的 权 最 小 的 哈密 尔 顿 回 路 . 


7.3 无 向 树 


树 是 图 论 中 的 重要 内 容 之 一 , 它 是 1847 年 Kirchhoff 在 解决 电路 网 络 时 求解 联 立 方程 
组 时 提出 来 的 ,可 惜 他 的 发 现 超越 了 时 代 , 因 而 长 期 没有 引起 重视 . A.Cayley 于 1857 年 利 
用 树 的 概念 成 功 研究 了 有 机 化 学 中 的 同 分 异 构 体 ,从 而 使 无 向 树 的 理论 获得 发 展 . 

目前 , 树 在 各 个 领域 都 有 重要 应 用 ,特别 是 在 计算 机 科学 中 . 

树 分 为 无 向 树 和 有 向 树 . 本 节 仅 讨论 无 向 树 . 


7.3.1 无 向 树 的 定义 
【定义 7-3】 不 含有 圈 的 连通 无 向 图 称 为 无 向 树 


(tree). 
无 向 树 在 图 论 中 称 为 树 ,也 可 以 称 为 自由 树 . 
含 n(n 三 DD) 个 节点 的 (无 向 有 向 、 根 ) 树 称 为 n 阶 。 
(无 向 有 向 、 根 ) 树 . 不 含 任意 节点 的 图 称 为 空 树 . 
如 图 7-18(a)、 图 7-18(b) 和 图 7-18(c) 所 示 分 
别 是 不 同 结构 的 一 阶 无 向 树 、 二 阶 无 向 树 、 三 阶 无 ”@ (b) (©) 
向 树 . 7-18 
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7.3.2 无 向 树 的 性 质 


1. 无 向 树 的 基本 性 质 

性 质 1 n(n 三 1) 阶 无 向 树 恰 有 一 1 条 边 . 

证 对 使 用 数学 归纳 法 . 当 n=1 时 结论 显然 成 立 .假设 n 宇 2 且 2 一 1 阶 无 向 树 恰 有 
n 一 2 条 边 . 

首先 ,对 于 nn 宇 2 阶 无 向 树 G, 每 个 节点 的 度数 均 三 1. 由 于 G 中 不 含有 圈 , 由 定理 6-3 知 
必 存 在 一 个 节点 v, 其 度数 为 1. 

考虑 G 一 {v}. 由 于 G 是 不 含 圈 的 连通 图 且 deg(v)= 二 1, 所 以 G 一 {v}) 是 不 含 圈 的 连通 
图 , 即 G 一 {v} 是 n 一 1 阶 无 向 树 , 它 恰 有 nn 一 2 条 边 . 因此 ,G 恰 有 nn 一 1 条 边 . 

【 例 7-6】 设 G 是 一 棵 无 向 树 且 有 3 个 3 度 节点 ,1 个 2 度 节点 ,其 余 均 为 1 度 节点 . 

(1) 求 出 该 无 向 树 共 有 多 少 个 节点 . 

(2) 画 出 两 棵 不 同 构 的 满足 上 述 要 求 的 无 向 树 . 

解 (1) 设 G 有 > 个 节点 度数 为 1, 则 G 的 节点 数 为 zx 十 3 十 1 一 zx 十 4. 由 无 向 树 的 性 质 
1 知 ,G 恰 有 z 十 3 条 边 . 

由 握手 定理 ,有 3X3 十 1X2 十 xX1==2(x 十 3), 于 是 x=5. 所 以 G 有 9 个 节点 . 

(2) 两 棵 不 同 构 的 满足 上 述 要 求 的 无 向 树 如 图 7-19 所 示 . 


图 7-19 
性 质 2 n(n 宇 2) 阶 无 向 树 至 少 有 2 个 度 为 1 的 节点 . 
证 由 性 质 1 的 证 明 过 程 知 ,n(n 三 2) 阶 无 向 树 G 至 少 有 1 个 度 为 1 的 节点 . 假定 G 仅 
有 1 个 度 为 1 的 节点 , 则 其 余 节 点 的 度数 三 2, 这 时 》) deg(v) 宇 2(n 一 1) 十 1. 而 根据 性 质 


1 和 握手 定理 知 》) deg(v) = 2(z 一 1)， 这 显然 是 一 个 矛盾 . 故 G 


【 例 7-7】 证 明 : 不 同 构 的 四 阶 无 向 树 G 仅 为 如 图 7-20 所 示 . 
证 根据 性 质 1, 四 阶 无 向 树 恰 有 3 条 边 , 由 握手 定理 知 ,其 
所 有 节点 度数 之 和 为 2X3=6. 根 据 性 质 2, 四 阶 无 向 树 至 少 2 个 


度 为 1 的 节点 . (a) (b) 
若 G 恰 有 2 个 度 为 1 的 节点 , 则 其 度数 序列 为 2,2,1,1, 此 时 为 图 7-20 

图 7-20(a) 中 的 图 . 
车 G 恰 有 3 个 度 为 1 的 节点 , 则 其 度数 序列 为 3,1,1,1, 此 时 为 图 7-20(b) 中 的 图 . 


2. 无 向 树 的 6 个 等 价 命题 
【定理 7-8】〗 以 下 关于 无 向 (n,m) 图 G 的 6 个 命题 等 价 . 
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(a) G 是 一 棵 无 向 树 . 

(b) G 不 含有 圈 且 x 二 n 一 1. 

(c) G 连通 且 m 二 n 一 1. 

(d) G 不 含有 圈 但 增加 一 条 新 边 后 得 到 一 个 且 仅 一 个 圈 . 

(e) G 连通 但 删除 任意 一 条 边 后 便 不 连通 . 

(CD G 的 每 一 对 节点 有 且 仅 有 一 条 路 径 . 

证 (a) 过 (b) 由 性 质 1 即 得 . 

(b) 过 (ce) 假设 G 不 连通 , 则 G 有 k(k 宇 2) 个 连通 分 支 , 它 们 都 是 树 , 其 节点 数 分 别 为 
7 72 5972 边 数 分 别 为 ma yz ，… ,m4. 由 性 质 1 知 ,m; 二 nn; 一 1,i 二 1,2,…,k. 于 是 


大 大 大 
m 于 mi pa (nO— 1) 演 ni—k n—k=n—1 
i=1 i=1 i=1 


与 已 知 矛盾 . 

(c) 过 (d) 先 证 明 G 不 含有 圈 , 对 归纳 . 当 n 二 1 时 , 边 数 m 二 0, 显 然 不 含有 圈 . 假设 
n 宇 2 且 连 通 (n 一 1,n 一 2) 图 没有 圈 . 对 于 G, 由 于 mm 二 n 一 1, 由 性 质 2 的 证 明 过 程 知 ,存在 一 
个 度数 为 1 的 节点 v. 这 时 ,由 归纳 假设 知 G 一 {o} 中 没有 圈 ,进而 G 不 含有 圈 . 

车 在 G 中 添加 一 条 边 uv, 由 于 G 是 连通 图 ,在 G 中 4 可 达 w. 于 是 在 G 十 uv 中 存在 圈 . 
车 G 十 uv 含有 2 个 圈 , 则 G 必 含 有 圈 ,不 可 能 . 

(d) 二 (e) 车 G 不 连通 , 则 存在 2 个 不 可 达 的 节点 wu 和 w, 当 在 G 中 添加 一 条 边 ww 后 不 
会 出 现 圈 . 若 删除 一 条 边 后 仍 连通 , 则 G 中 有 圈 . 

Ce) 之 (f) 由 连通 性 知 ,G 的 每 一 对 节点 之 间 有 一 条 路 径 . 若 有 2 条, 则 G 中 有 圈 , 这 时 
删除 圈 中 的 一 条 边 后 ,G 仍 连 通 ,矛盾 . 

(DD) 过 (a) 由 于 G 的 每 一 对 节点 之 间 有 一 条 路 径 , 于 是 G 是 连通 图 . 若 G 中 有 问 , 则 圈 上 
的 2 个 节点 之 间 存 在 两 条 路 径 . 

很 容易 从 上 述 定理 得 出 无 向 树 的 更 多 性 质 . 


7.3.3 生成 树 


如 图 7-21(a) 所 示 中 的 无 向 图 不 是 无 向 树 , 但 可 以 得 出 其 生成 子 图 是 无 向 树 ,如 
图 7-21(b) 和 图 7-21(c) 所 示 . 


| - - \ 


(WG (b) TT (ON 
图 7-21 


【定义 7-4】 设 G=(V,E) 是 无 向 图 , 若 G 的 生成 子 图 了 是 无 向 树 , 则 称 工 为 G 的 生成 
树 (spanning tree). 


“ 200 “。 


由 图 7-21(b) 和 图 7-21(c) 知 ,一 个 无 向 图 的 生成 树 不 一 定 唯一 ,但 不 是 任意 无 向 图 都 
存在 生成 树 . 

【定理 7-9】 设 G 是 无 向 图 , 则 G 存在 生成 树 的 充 要 条 件 是 G 是 连通 图 . 

证 (二 ) 显 然 . 

(二 ) 因 为 G 连通 ,车 G 无 圈 , 则 G 本 身 就 是 G 的 生成 树 . 若 G 中 存在 圈 , 由 定理 7-7 
知 ,删除 该 圈 上 的 一 条 边 得 一 个 连通 生成 子 图 . 继续 该 过 程 ,一 直到 没有 圈 为 止 . 最 后 得 到 的 
生成 子 图 是 一 棵 无 向 树 , 它 就 是 G 的 生成 树 . 

由 定理 7-9 有 以 下 推论 . 

推论 n(n 三 1) 阶 连通 图 至 少 有 一 1 条 边 . 

由 此 可 见 ,n(n 宇 1) 阶 无 向 树 是 边 数 最 少 的 连通 无 向 图 . 

【 例 7-8〗 设 G 是 连通 无 向 图 ,T 是 G 的 任意 一 棵 生成 树 ,C 是 G 的 任意 圈 , 则 C 至 少 
含有 一 条 关于 生成 树 T 中 的 弦 . 

证 ( 反 证 ) 若 C 不 包含 任意 关于 生成 树 T 中 的 弦 , 则 C 中 的 所 有 边 均 在 生成 工 中 ,这 
意味 着 工 中 含有 圈 , 不 可 能 . 

【 例 7-9】 设 G 是 连通 无 向 图 ,T 是 G 的 任意 一 棵 生成 树 ,F 是 G 的 任意 边 割 集 , 则 下 
至 少 有 一 条 开 中 的 树枝 . 

证 ( 反 证 ) 若 边 割 集 下 不 含有 生成 树 工 中 的 树枝 , 则 删除 正中 的 所 有 边 后 ,所 得 到 的 
子 图 必 会 有 生成 树 工 , 进 而 是 连通 的 ,矛盾 . 


7.3.4 最 小 生成 树 


设 G=(V,E) 是 边 赋 权 的 连通 无 向 图 ,在 有 些 问题 讨论 中 ,不 但 要 得 出 G 的 一 棵 生成 
树 ,而 且 要 求生 成 树 各 边 的 权 之 和 最 小 . 

【定义 7-5】 设 G 是 一 个 边 赋 权 的 连通 无 向 图 ,G 的 生成 树 各 边 的 权 之 和 称 为 该 生成 
树 的 权 ,G 中 权 最 小 的 生成 树 称 为 最 小 生成 树 (minimal spanning tree). 

下 面 分 别 介 绍 求 边 赋 权 的 连通 无 向 (n,m) 图 的 最 小 生成 树 的 算法 . 

算法 1 克 鲁 斯 卡尔 (Kruskal,1956) 的 避 圈 法 

先 将 图 G 的 m 条 边 , 按 权 从 小 到 大 的 顺序 排列 : ei ,ez ,…,ew. 按 从 左 至 右 顺序 

(1) 选取 第 一 条 边 e; ,只 要 ei 不 构成 圈 , 令 jl1. 

(2) 车 j 二 n 一 1, 则 算法 结束 ,否则 转向 (3). 

(3) 假定 已 经 选取 了 ei ,ei,，… ,ei ,再 选取 es ,只 要 {ei ,ei,，… ,ei ,Cin } 不 构成 圈 . 令 
j 一 j 十 1, 转 向 (2). 

Kruskal 的 避 圈 法 的 基本 思想 是 : 以 边 的 权 从 小 
到 大 的 顺序 ,逐步 选 边 , 但 必须 去 掉 产 生 圈 的 边 , 即 避 


开 圈 的 产生 ,直至 得 到 ”一 1 条 边 为 止 . 算法 的 正确 性 
是 显然 的 . “| ee4 witli 
【 例 7-10】 使 用 Kruskal 的 避 圈 法 , 求 出 如 


图 7-22(a) 所 示 边 赋 权 图 G 的 最 小 生成 树 . 
解 ” 按 Kruskal 的 避 圈 法 可 得 出 其 最 小 生成 树 
工 为 如 图 7-22(b) 所 示 . EE 
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算法 2 普 里 姆 (Prim, 1957) 算 法 

基本 思想 : 从 任意 节点 出 发 ,选取 与 其 关联 且 权 最 小 的 边 以 及 该 边 的 另 一 个 关联 节点 ， 
两 点 及 边 构 成 一 个 图 互 . 在 G 一 中 选取 与 日 中 所 有 节点 关联 的 最 小 权 的 边 及 另 一 个 与 
该 边关 联 的 节点 ,将 它们 全 并 入 互 . 继续 该 过 程 ,直到 理 包含 了 G 的 所 有 节点 . 

算法 3 管 梅 谷 (1975) 的 破 圈 法 

基本 思想 : 在 G 中 任意 选取 一 个 圈 , 去 掉 该 圈 上 的 最 大 权 的 一 条 边 ,直到 不 含 圈 为 止 . 


习 题 7.3 


1. 分 别 画 出 所 有 不 同 构 的 五 阶 无 向 树 和 六 阶 无 向 树 . 

2. 设 G 是 一 棵 无 向 树 且 有 2 个 4 度 节点 ,3 个 3 度 节点 ,其 余 均 为 叶 节 点 . 

(1) 求 出 该 无 向 树 共有 多 少 个 节点 . 

(2) 画 出 两 棵 不 同 构 的 满足 上 述 要 求 的 无 向 树 . 

3. 设 G 是 一 棵 无 向 树 且 有 nn; 个 i 度 节点 ,i 二 2,3,…,k, 其 余 均 为 叶 节 点 , 求 叶 节 点 的 
个 数 ， 


4. 证 明 : 连通 无 向 图 G 是 无 向 树 的 充 要 条 件 是 G 的 每 一 条 边 都 是 桥 . 

5. 设 G 是 无 向 树 且 A(CG) 三 &, 则 G 至 少 有 & 片 树叶 . 

6. 证 明 : 恰 有 两 片 树叶 的 无 向 树 是 一 条 路 径 . 

7. 如 图 7-23(a) 和 图 7-23(b) 所 示 的 两 个 图 ,分 别 画 出 所 有 不 同 构 的 生成 树 . 
8. 求 出 K。 中 所 有 不 同 构 的 生成 树 . 

9. 求 出 如 图 7-24 所 示 边 赋 权 图 G 的 最 小 生成 树 的 权 . 


图 7-23 图 7-24 


10. (1) 证 明 : n 阶 无 向 树 的 所 有 节点 度数 之 和 为 2(n 一 1). 


(2) 设 di ,ds,… od, 是 个 正 整 数 (x 宇 2), 若 了) d; 二 20n 一 1), 则 存在 一 棵 无 向 树 ,其 
节点 度数 分 别 为 di ,ds，…,d，. 


7.4 有 向 树 


在 7.3 节 讨 论 的 是 无 向 树 , 本 节 讨 论 有 向 树 的 有 关内 容 , 它 们 在 计算 机 算法 设计 及 程序 
设计 研究 中 都 起 着 重要 作用 . 
DD 


7.4.1 有 向 树 的 定义 


【定义 7-6】 一 个 有 向 图 G 二 (V,E), 在 不 考虑 边 的 方向 时 是 一 棵 无 向 树 , 则 该 有 向 图 
称 为 有 向 树 (directed tree). 

如 图 7-25 所 示 是 两 个 有 向 树 的 例子 . 

在 一 棵 有 向 树 中 ,节点 wv 的 前 驱 元 素 称 为 v 的 父 节点 (parent) ,v 的 后 继 元 素 称 为 v 的 
子 节 点 (child). 实际 上 ,在 一 个 无 环 有 向 图 (directed acycline graph,DAG) 中 均 可 以 定义 父 
节点 和 子 节点 ,车 有 向 边 (u,v) EE, 则 称 是 wv 的 父 节 点 ,是 x 的 子 节点 . 

如 图 7-26 所 示 是 两 个 无 环 有 向 图 的 例子 .一 般 说 来 DAG 不 是 有 向 树 , 但 它 常 用 在 讨 

论 拓扑 排序 及 关键 路 径 中 . 量子 线路 就 是 无 环 有 向 图 ,因为 它 不 需要 利用 反馈 信息 . 


>XYN 
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图 7-25 图 7-26 


7.4.2 根 树 


在 有 向 树 中 ,更 常用 的 是 根 树 , 它 能 清楚 地 表示 层次 结构 . 在 编译 程序 中 ,用 于 表示 源 程 
序 的 语法 结构 ,在 数据 库 系统 中 用 于 表示 信息 的 组 织 形式 . 

【定义 7-7】 一 棵 有 向 树 , 若 恰 有 一 个 节点 入 度 为 0, 而 其 余 节 点 入 度 均 为 1, 则 该 有 向 
树 称 为 根 树 (rooted tree). 

注意 根 树 在 计算 机 科学 中 常 称 为 树 , 其 他 概念 在 含义 上 也 有 些 细微 不 同 . 

如 图 7-27 所 示 是 两 棵 根 树 的 例子 . 。 

在 根 树 中 ,入 度 为 0 的 节点 称 为 树 根 (root) ,出 度 到 号 
为 0 的 节点 称 为 树叶 (leaf) ,出 度 不 为 0 的 节点 称 为 分 “ 

支 节点 ,将 不 是 根 的 分 支 节 点 称 为 内 点 . A | 

一 般 将 根 树 的 根 画 在 上 方 或 下 方 ,这 时 边 的 方向 
都 朝 下 (如 图 7-27(a) 所 示 ) 或 都 朝 上 (如 图 7-27(b) 所 (® 中 
示 ). 正 因为 这 样 ,在 实际 应 用 中 , 根 树 的 方向 是 可 以 省 图 7-27 
略 的 . 

为 了 方便 ,可 以 借助 于 家 族 树 称 呼 根 树 中 的 节点 . 若 有 向 边 (x,v)E 巨 , 则 称 v 是 v 的 父 
节点 (parent) ,v 是 的 子 节点 (child). 同一 个 父 节点 的 子 节点 称 为 兄弟 节点 (sibling). 节点 
的 祖先 (ancestor) 是 从 根 节点 到 该 节点 的 路 径 上 所 经 过 的 所 有 分 支 节 点 . 从 一 个 节点 可 以 
到 达 别 的 任意 节点 都 称 为 该 节点 的 后 代 (offspring 或 descendants). 


可 以 证 明 , 从 根 节点 到 任意 节点 有 且 仅 有 一 条 路 径 . 从 根 节点 到 某 个 节点 的 路 径 的 长 度 
称 为 该 节点 的 层 或 级 (level). 于 是 , 根 节 点 是 第 0 层 节点 ,其 子 节点 称 为 第 1 层 节点 ,以 此 类 
推 . 其 父 节点 在 同一 层 的 节点 互 为 堂 兄弟 . 根 树 中 节点 的 最 大 层次 , 称 为 根 树 的 高 度 
(height) 或 深度 (depth). 
在 根 树 中 ,所 有 树叶 的 层 数 之 和 称 为 该 根 树 的 外 部 路 径 长 度 , 记 为 EF; 所 有 内 点 的 层 数 
之 和 称 为 该 根 树 的 内 部 路 径 长 度 , 记 为 工 

【定义 7-8】〗 设 G=(V,E) 是 一 棵 根 树 ,vEV, 由 节点 wv 及 其 所 有 后 代 导 出 的 子 图 称 为 
G 的 子 根 树 (rooted subtree) ,可 以 简称 为 子 树 (subtree). 

可 以 结合 如 图 7-285 中 所 示 的 根 树 理 解 上 面 提 到 的 概念 . 需要 注意 的 是 ,关于 根 树 中 
节点 的 层 (level) 的 含义 在 有 些 数据 结构 中 有 所 不 同 ,它们 将 根 节 点 称 为 第 1 层 节点 ,其 子 节 
点 称 为 第 2 层 节点 ,以 此 类 推 . 


(9 @@ 四 (a) 完全 二 又 树 (b) 正则 二 叉 树 


图 7-28 图 7-29 


7.4.3 mm 叉 树 


在 根 树 中 ,一 个 节点 的 出 度 可 以 称 为 元 ,或 更 形象 地 称 为 叉 . 在 数据 结构 中 有 称 为 “ 度 ” 
的 ,但 容易 与 图 论 中 节点 的 度数 概念 混淆 . 当然 ,用 根 树 的 最 大 出 度 称呼 其 名 有 时 会 更 直观 
方便 . 

1. m 叉 树 的 定义 

【定义 7-9】 设 G= (V,EE) 是 一 棵 根 树 , 若 max od(v) 三 m, 则 称 G 是 m 叉 树 (mm-ary 
tree). 

如 图 7-28 所 示 是 一 棵 3 又 树 . 如 图 7-27(b) 所 示 是 一 棵 二 叉 树 ,但 要 与 数据 结构 中 的 
二 叉 树 相 区 别 , 见 下 面 关 于 二 又 树 的 进一步 说 明 . 

在 m 叉 树 G 中 ,车 对 于 任意 节点 v 均 有 od(v) 二 =m 或 0, 则 称 G 为 完全 m 叉 树 ,所 有 树 
叶 节 点 所 在 的 层 都 相同 的 完全 m 又 树 称 为 正则 m 叉 树 ,或 称 为 满 m 叉 树 . 

如 图 7-29(a) 所 示 是 一 棵 完全 二 又 树 , 如 图 7-29(b) 所 示 是 一 棵 正则 二 叉 树 . 

2. m 叉 树 的 性 质 

下 面 是 有 关 m 又 树 的 几 条 性 质 ,这 些 性 质 在 数据 结构 中 也 有 讨论 . 

性 质 1 wm 又 树 的 第 i 层 的 节点 至 多 为 m'(i 宇 0). 

证 对 层 数 i 归纳 . 当 i=0 时 ,第 0 层 节点 仅 为 树 根 , 有 mm 三 1, 结论 成 立 . 设 第 ;一 1 层 
节点 至 多 zx 一: ,因为 每 个 节点 的 出 度 均 全 m, 从 而 第 i 层 的 节点 至 多 m *，m™! 二 mi. 
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显然 ,正则 m 又 树 的 第 i 层 的 节点 恰 为 mi(i 宇 0). 

性 质 2 高 度 为 hh 的 m 叉 树 至 多 有 Gm 下 一 1)/(m 一 1)(m 之 2) 个 节点 . 

证 由 性 质 1 知 结论 成 立 . 

性 质 3 一 棵 有 /1 片 树叶 的 m 叉 树 的 高 度 至 少 为 log,l. 

证 当 所 有 / 片 树叶 处 于 同一 层 且 分 支点 的 儿子 数 等 于 或 尽 可 能 接近 m 时 ,该 mm 又 树 
的 高 度 最 小 . 对 于 高 度 为 有 的 m 叉 树 ,由 性 质 1 知 /mw*, 所 以 hh 三 log,l. 

性 质 4 若 一 棵 完全 mm 叉 树 有 7 片 树叶 zt 个 分 支 节点 , 则 (m 一 1)t==/ 一 1. 

证 有 t 个 分 支 节点 的 完全 m 叉 树 有 mt 条 边 、t 十 /个 节点 ,于 是 mt 一 上 十 2 一 1, 因 此 
(m—1)t=/—1. 

下 面 是 二 又 树 的 几 条 性 质 . 

性 质 5 若 二 又 树 有 7/ 片 树叶 , 则 出 度 为 2 的 节点 有 /一 1 个 . 

证 设 出 度 为 1 的 节点 有 xz 个 ,出 度 为 2 的 节点 有 y 个 , 则 该 二 又 树 有 z 十 y 十 7 个 节 
点 ,ZX 十 y 十 /一 1 条 边 .显然 ,所 有 出 度 之 和 等 于 边 数 , 即 

Zz 十 2y 王 工 十 y 十 /一 1 


F 是 ,有 > 一 :一 1. 
性 质 6 有 /i 片 树叶 的 完全 二 又 树 有 2/ 一 1 个 节点 . 
证 由 性 质 4 知 结论 成 立 . 
性 质 7 若 完全 二 叉 权 有 上 个 分 支 节点 , 则 下 =TI 十 2t, 其 中 刁 为 外 部 路 径 长 度 ,IT 为 内 


部 路 径 长 度 . 
证 设 该 完全 二 叉 树 有 7/ 片 树叶 , 则 由 性 质 5 知 t=/ 一 1. 对 +t 归纳. 当 1=0,1 时 ,结论 
显然 成 立 . 


假设 对 于 分 支 节点 个 数 小 于 4 的 完全 二 叉 树 结论 成 立 . 对 于 分 支 节点 个 数 为 上 的 完全 
二 叉 树 ,去 掉 根 节点 得 到 两 棵 完全 二 叉 树 ,其 外 部 路 径 长 度 、 内 部 路 径 长 度 和 分 支 节点 个 数 
分 别 为 Ei ,了 ,ti 和 Es ,1 ,ts ,根据 归纳 假设 有 已 一 五 十 2 且 Es 二 1 十 2ts. 由 于 E=Ei 十 
E+l,T= 了 十 I 十 (1 一 1) 且 十 ts =t 一 1, 因 此 
下 一 (人 十 26) 十 (7 十 22) 十 / 二 1 二 2 十 ts) 十 Ll 
二 — DL t+ 一 WC—Y+L 
| Bn it ye tr i 
3. 叶 赋 权 m 又 树 
下 面 讨论 叶 赋 权 m 又 树 . 
【定义 7-10】 设 G==(V,E) 是 一 棵 mm 又 树 , 若 G 的 每 一 片 树叶 上 都 赋予 一 个 非 负 实 
数 , 则 称 G 为 叶 赋 权 m 叉 树 . 
可 以 将 树叶 理解 为 苹果 ,树叶 上 所 赋 的 权 理解 为 苹果 的 质量 . 
【定义 7-11】 设 G=(V,E) 是 一 棵 叶 赋 权 mm 叉 树 ,其 1 片 树叶 上 的 权 分 别 为 wi， 
wa ,wi, 记 根 节点 到 权 为 rw; 的 树叶 节点 的 路 径 长 度 ( 即 距离 ) 为 LCw) (i 二 1,2,… ,1), 称 


了 
> wi LCwi) 为 m 叉 树 G 的 权 , 记 为 W(G). 
i=1 


可 以 将 mx 叉 树 G 的 权 W(G) 理 解 为 mr 义 树 G 的 承受 “ 力 ”, 也 可 借助 于 后 面 的 
Huffman 编码 帮助 理解 . 
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如 图 7-30(a) 一 图 7-30(c) 所 示 的 3 棵 二 又 树 的 权 分 别 为 
7X2+5X2+2X2+4X2= 36 
7X3 二 5X3 二 2X1+4X2= 46 
7X1+5X2+2X3+4X3= 35 


2 学 
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(a) (b) (©) 
图 7-30 


下 面 仅 讨论 最 优 二 又 树 问题 , 它 在 解决 某 些 判 定 问 题 时 可 以 得 到 最 佳 判 定 算法 . 所 得 结 
论 可 以 推广 到 一 般 的 最 优 m 叉 树 . 

【定义 7-12】 设 G=(V,E) 是 一 棵 叶 赋 权 二 叉 树 ,其 /1 片 树叶 上 的 权 分 别 为 wi， 
wz， ,tw ,在 所 有 树叶 数 相 同 以 及 相应 树叶 上 的 权 也 相同 的 二 叉 树 中 , 权 最 小 的 那 棵 称 为 
最 优 二 又 树 或 赫 夫 曼 树 . 

赫 夫 曼 (Huffman) 在 1952 年 首先 给 出 一 个 求 最 优 二 叉 树 的 有 效 算法 ,其 基本 思想 是 ， 
将 给 定 的 ! 片 树叶 上 的 权 按 从 小 到 大 的 顺序 排列 ,不 妨 设 为 ww 三 ws 三 … 三 wi; 分 别 赋 权 为 
zol sw sot 的 4 片 树叶 的 最 优 二 叉 树 可 以 从 有 1 一 1 片 树叶 , 且 权 分 别 为 rw 十 res ,ws ，…， 
wi 的 最 优 二 叉 树 得 到 ;再 将 ww 十 ws ,ws，… ,rw 按 从 小 到 大 顺序 排列 ,继续 以 上 步骤 即 可 得 
所 求 的 最 优 二 又 树 . 

【 例 7-11】 计算 有 5 片 树叶 ,分 别 赋 权 1. 2, 3, 4, 5 的 赫 夫 曼 树 . 

解 ” 对 于 1, 2, 3, 4, 5, 先 组 合 两 个 最 小 的 权 1 二 2 二 3, 得 3, 3, 4, 5; 在 所 得 到 的 序列 
中 再 组 合 3 十 3 一 6, 重新 排列 后 为 4,，5, 6; 再 
组 合 4 十 5 二 9, 得 6, 9; 最 后 组 合 6 十 9 一 15. 
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所 求 的 赫 夫 曼 树 如 图 7-31 所 示 . 加 a 
赫 夫 曼 算法 的 正确 性 是 比较 显然 的 . 
7.4.4 有 序 树 


在 根 树 中 ,对 同一 个 节点 的 所 有 儿子 节点 是 没有 先后 顺序 的 ,这 与 家 族 树 不 太一 致 . 同 
时 ,在 有 些 应 用 问题 中 ,需要 对 同一 个 节点 的 所 有 儿子 节点 规定 一 个 先后 顺序 ,通常 是 从 左 
至 右 顺序 ,这 就 是 有 序 树 . 
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【定义 7-13】〗 设 G=(V,E) 是 一 棵 根 树 , 若 对 同一 个 节点 的 所 有 儿子 节点 规定 一 个 先 
后 顺序 , 则 称 G 为 有 序 树 (ordered tree). 

在 有 序 树 中 ,一 个 节点 的 最 左边 的 儿子 常 称 为 该 节点 的 长 子 . 在 同一 个 父 节点 的 所 有 子 
节点 中 ,一 个 节点 的 右边 第 一 个 节点 称 为 该 节点 的 大 弟 . 如 果 一 片 森林 中 ,每 一 棵 树 都 是 有 
序 树 , 且 全 体 有 序 树 的 根 也 规定 了 先后 顺序 , 则 称 该 森林 为 有 序 森 林 (ordered forest) ,其 中 
一 棵 有 序 树 的 右边 第 一 棵 有 序 树 的 根 是 前 一 棵 有 序 树 的 根 的 大 弟 . 

【 例 7-12】 用 有 序 树 表示 表达 式 (a 一 6)/1cl. 

解 (a 一 b)/1c| 的 有 序 树 表示 如 图 7-32(a) 所 示 . 
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图 7-32 


注意 在 图 7-32(a) 与 图 7-32(b) 中 ,作为 根 树 它们 是 同 构 的 ,但 作为 有 序 树 它们 是 不 
同 的 ,因为 图 7-32(b) 表 示 的 是 |c|/(a 一 b). 


7.4.5 定位 二 义 树 


对 于 二 又 有 序 树 ,每 个 分 支 节点 至 多 两 个 儿子 . 若 对 这 两 个 儿子 ,包括 只 有 一 个 儿子 的 
情形 ,还 根据 实际 情况 确定 了 其 左右 位 置 ,分 别称 为 左 儿子 和 右 儿 子 , 这 就 是 定位 二 又 树 . 

1. 定义 

【定义 7-14】 设 G==(V,E) 是 一 棵 有 序 二 又 树 , 若 对 同一 个 节点 的 所 有 儿子 节点 规定 
一 个 左右 位 置 , 则 称 G 为 定位 二 叉 树 (positional r 天 
binary tree). 

如 图 7-33 所 示 是 两 棵 二 又 树 , 作 为 有 序 树 它 
们 是 相同 的 . 作为 定位 二 又 树 是 不 同 的 ,因为 在 
图 7-33(a) 中 ,v 是 的 左 儿 子 ,而 在 图 7-33(b) 
中 ,v 是 w 的 右 儿子 . 人 

这 里 的 定位 二 又 树 是 数据 结构 中 的 二 又 树 
(binary tree) , 它 要 区 分 左 儿 子 和 右 儿 子 , 进 而 有 
左 子 树 和 右 子 树 之 分 .在 图 7-33(a) 中 ,r 的 左 子 树 是 由 s,t,w 导出 的 子 图 ,r 的 右 子 树 是 由 
us,wv 导出 的 子 图 ;u 的 左 子 树 是 v,u 不 存在 右 子 树 . 

2. 赫 夫 曼 编码 

在 定位 二 又 树 中 ,与 赫 夫 曼 树 密切 相关 的 是 赫 夫 曼 编 码 . 现 给 出 前 级 及 前 级 码 的 定义 . 

【定义 7-15】 设 8 二 aias…a 是 长 度 为 n 的 符号 串 , 则 称 子 串 aa ,aaazs ，…,aaaz al 分 
别 为 B8 的 长 度 为 1,2,…,n 一 1 的 前 缀 (prefix). 设 A={B,B，,…,B,} 是 符号 串 组 成 的 集合 ， 
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图 7-33 


车 对 于 任意 i 了 j 均 有 pi 与 B; 互 不 为 前 级 , 则 称 A 为 前 缀 码 (prefix code). 若 B(i=1,2,*…， 
m) 中 只 出 现 0 或 1 两 个 符号 , 则 称 A 为 二 元 前 缀 码 (binary prefix code). 

用 二 进 制 对 计算 机 及 通信 中 使 用 的 符号 进行 编码 时 ,一 要 保证 编码 没有 歧义 ,不 会 将 字 
母 传 错 , 二 要 保证 码 长 要 尽 可 能 地 短 . 使 用 定位 二 叉 树 ,可 以 将 节点 的 左 儿 子 所 在 边 标记 为 
0, 而 将 右 儿 子 所 在 边 标 记 为 1, 则 可 以 产生 唯一 的 树叶 的 二 进 制 编码 作为 通信 的 符号 编码 
就 不 会 产生 歧义 ,并 且 是 二 元 前 绥 码 . 

【 例 7-13】 分 别 求 出 如 图 7-34 所 示 的 定位 二 叉 树 得 到 的 二 元 前 级 码 . 

解 ” 将 定位 二 叉 树 每 个 分 支 节点 与 其 左 儿 子 所 在 的 边 标 为 0, 与 其 右 儿 子 所 在 的 边 标 
为 1, 则 图 7-34(a) 和 图 7-34(b) 所 得 到 的 二 元 前 级 码 分 别 为 {00,01,10) 和 {00,01,11). 

为 了 保证 码 长 要 尽 可 能 地 短 ,使 用 赫 夫 曼 编码 即 可 . 赫 夫 曼 编码 是 使 得 电文 总 长 最 短 的 
二 进 制 前 绥 编 码 ,其 叶 上 的 权 为 传输 各 符号 的 频率 ,所 得 到 的 赫 夫 曼 树 的 权 为 传输 一 个 符号 
需要 使 用 的 二 进 制 数字 的 个 数 . 

【 例 7-14】 将 7 个 符号 按 其 出 现 的 频率 0.2, 0.19, 0. 18, 0. 17, 0.15, 0.1, 0.01 构 
造 其 赫 夫 曼 编 码 . 

解 ” 先 根据 叶 上 的 权 为 传输 各 符号 的 频率 ,得 到 一 棵 赫 夫 曼 树 ,如 图 7-35 所 示 , 其 叶 节 
点 的 编码 即 为 再 夫 曼 编码 : {00,01,1000,1001,101,110,111). 
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(a) (b) 0.1 0.01 
图 7-34 图 7-35 


这 样 得 到 的 赫 夫 曼 编码 是 最 佳 二 元 前 组 码 ,其 码 长 为 4, 而 该 定位 二 又 树 的 权 为 
2 汉人 2 十 2X019 十 4X01 十 4X001 十 3X0.10 十 3X0.18 十 3 又 017 二 272， 

它 表 示 传 1( 或 100) 个 按 上 述 频率 出 现 的 符号 需要 2. 72( 或 272) 个 二 a 
进 制 数 字 . 

3. 遍历 方式 

遍历 定位 二 叉 树 (traversing binary tree) 有 3 种 方式 (如 图 7-36 d 
所 示 ): 

(1) 前 序 遍 历 : 根 节 点 一 左 子 树 一 右 子 树 : abdehicfg. 

(2) 中 序 遍 历 : 左 子 树 一 根 节 点 一 右 子 树 : dbheiafcg. 

(3) 后 序 遍 历 : 左 子 树 一 右 子 树 一 根 节点 : dhiebfgca. 

4. 有 序 森 林 与 定位 二 叉 树 之 间 的 转换 

由 于 定位 二 又 树 结构 简单 ,因此 经 常 将 有 序 森 林 , 特 别 是 有 序 树 ,转换 成 定位 二 又 树 ,并 
以 有 序 森 林 与 定位 二 又 树 之 间 的 转换 作为 结束 . 
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在 有 序 森 林 下 与 定位 二 叉 树 B 之 间 根 据 自然 转换 规则 建立 一 一 对 应 : 
(1) 在 下 中 是 v 的 长 子 , 则 在 B 中 是 v 的 左 儿 子 . 

(2) 在 下 中 是 v 的 大 弟 , 则 在 B 中 是 v 的 右 儿子 . 

【 例 7-15】 将 图 7-37(a) 中 的 有 序 森 林 下 转换 成 定位 二 又 树 B. 

解 ” 按 自然 转换 规则 得 到 的 定位 二 叉 树 B 如 图 7-37(b) 所 示 . 


1 
2 3 8 9 10 
4 和 6 | b -本 、 际 
(a) (b) 
图 7-37 
习 题 7.4 


1. 证 明 : 在 根 树 中 ,从 树 根 到 任意 节点 有 且 仅 有 唯一 的 一 条 路 径 ( 提 示 : 对 节点 所 在 的 
层 归 纳 ). 

2. 画 出 所 有 不 同 构 的 4 阶 根 树 及 5 阶 根 树 . 

3. 指出 图 7-28 中 的 根 树 工 的 下 列 节点 . 

(1) 根 节点 . 

(2) 树叶 节点 . 

(3) 分 支 节 点 . 

(4) 内 点 . 

(5) 每 个 节点 的 层 . 

(6) 每 个 节点 的 父 节 点 . 

(7) 每 个 节点 的 子 节点 ， 

(8) 树 高 . 

(9) 最 大 出 度 . 

(10) 所 有 子 ( 根 ) 树 . 

4. 如 图 7-26 所 示 ,存在 是 根 树 的 生成 子 图 吗 ? 若 存在 , 求 出 所 有 不 同 构 的 是 根 树 的 生 
成 子 图 . 

5. 证 明 : 高 度 为 hh 的 m 又 树 至 多 有 (Gm 一 1)/(m 一 1)(m 宇 2) 个 节点 . 

6. 证 明 以 下 结论 : 

(1) 完全 二 又 树 的 节点 个 数 必 是 奇数 ; 


(2) nn 阶 完全 二 又 树 的 树叶 的 数目 为 (n 十 1)/2; 
(3) nn 阶 完全 二 叉 树 的 树 高 为 Llogzn 小 其 中 [z 康 示 小 于 等 于 x 的 最 大 整数 . 
7. 设 G 是 有 t 个 分 支 节 点 i 片 树叶 、 高 为 h 的 正则 xm 又 树 , 则 


(2) 1=#(m—1)+1. 

(3) lh(m—1)++1. 

8. 计算 有 13 片 树叶 ,分 别 赋 权 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41 的 赫 夫 曼 树 ， 
并 构造 最 优 三 又 树 . 

9. 用 有 序 树 分 别 表 示 表 达 式 vivs 一 (wi 十 vs/ve)vs 和 a 二 b(c 一 d) 一 e/ff. 

10. 在 下 面 给 出 的 3 个 符号 串 集 合 中 ,哪些 是 前 级 码 ? 哪些 不 是 前 级 码 ? 若是 前 级 码 ， 
则 构造 定位 二 叉 树 ,其 树叶 代表 其 二 进 制 编码 . 车 不 是 前 级 码 , 则 说 明理 由 . 

CD Ai= 00 L101 

(2) A,={1,01,001,0000}. 
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11. 在 通信 中 ,八进制 数字 0, 1, 2, 3, 4，5，6, 7 出 现 的 频率 分 别 为 0: 30%， 
1: 20%, 2: 15%,3: 10%, 4: 10%, 5: 6%, 6: 5%,，7: 4%. 编写 一 个 传输 它们 的 最 佳 前 
级 码 ,使 通信 中 出 现 的 二 进 制 数字 尽 可 能 地 少 . 具体 要 求 如 下 : 

(1) 画 出 相应 的 赫 夫 曼 树 ; 

(2) 写 出 每 个 数字 对 应 的 前 级 码 ; 

(3) 传输 上 述 比 例 出 现 的 数字 10 000 个 时 ,至 少 要 用 多 少 个 二 进 制 数字 ? 

12. 将 如 图 7-38 所 示 的 有 序 森 林 下 转换 成 定位 二 叉 树 B. 
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7.5 平面 图 


本 节 仅 讨论 无 向 图 . 

对 于 一 个 无 向 图 ,怎样 将 其 图 形 画 出 来 本 身 是 无 关 紧 要 的 ,只 要 与 原来 的 图 同 构 皆 可 . 
但 有 些 实际 问题 要 求 把 图 画 在 一 个 平面 上 ,同时 使 得 图 的 边 在 非 节点 处 不 相交 . 例如 单 层 印 
刷 电路 板 、 集 成 电路 的 布线 等 问题 就 需要 满足 上 面 的 要 求 . 

虽然 在 现实 生活 中 出 现 了 交通 立交 桥 、 多 层 电 路 板 , 但 平面 图 问题 仍然 是 基本 问题 . 例 
如 在 上 章 7. 1 节 提 到 的 “3 户 3 井 问 题 "就 是 判定 一 个 图 是 否 是 平面 图 的 问题 . 
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平面 图 与 地 图 着 色 问题 密切 相关 . 
7.5.1 平面 图 的 有 关 概 念 


【定义 7-16】 设 G 是 无 向 图 , 若 可 将 G 画 在 一 个 平面 上 ,同时 使 得 任意 两 条 边 在 非 节 
点 处 不 相交 , 则 称 G 是 可 平面 图 (planar graph) 或 简称 G 为 平面 图 (plane graph). 


设 G 是 平面 图 , 则 可 在 一 个 平面 上 将 图 G 画 出 来 且 
使 得 其 任意 两 条 边 仅仅 在 节点 处 才 相 交 , 这 样 画 出 的 图 
称 为 平面 图 G 的 平面 嵌入 (planar embedding) 或 平面 表 
示 . 由 于 一 个 平面 图 与 其 平面 表示 是 同 构 的 ,因此 平面 图 


通常 是 指 其 平面 表示 . 
() G1 © 如 图 7-39 中 所 示 的 图 CG 和 G* 都 是 平面 图 . 显然 ， 
图 7-39 Gs 也 是 平面 图 G1 的 平面 嵌入 或 平面 表示 . 
两 个 重要 的 非 平面 图 的 例子 . 


(1) Ks ,如 图 7-40 所 示 . 
(2) Ks,3 ,如 图 7-41 所 示 . 


Sw 


(a) Ks (b) G» (a) 人 3 3 (b) 6» 
图 7-40 图 7-41 


【定义 7-17】 设 G 是 简单 平面 图 , 若 在 G 的 任意 两 个 不 相 邻 的 节点 u 和 w 之 间 增 加 一 
条 边 所 得 到 的 图 G 十 uv 是 非 平面 图 , 则 称 G 为 极 大 平面 图 (maximal planar graph). 

显然 ,若是 开 ; 的 一 条 边 , 则 Ks 一 {e} 是 极 大 平面 图 .但 是 , 若 e 是 KK;,s 的 一 条 边 , 则 
Ks,s 一 {e) 不 是 极 大 平面 图 . 

【定义 7-18】 设 G 是非 平面 图 , 若 在 G 中 任意 删除 一 条 边 所 得 到 的 图 是 平面 图 , 则 称 
G 为 极 小 非 平面 图 Cminimal nonplanar graph). 

容易 看 出 ,K; 和 开 :,: 都 是 极 小 非 平 面 图 . 


【定义 7-19】 设 G 是 平面 图 ,由 G 的 若干 条 边 所 

图 成 的 连通 区 域 称 为 图 G 的 面 (face) , 围 成 面 的 回路 称 

为 面 的 边界 (boundary). ee 册 池 
一 个 区 域 是 连通 的 ,是 指 其 内 部 可 随意 走动 而 不 四 


穿 过 任何 边 . 在 图 7-39(b) 中 有 4 个 面 .如 图 7-42 所 示 

中 的 平面 图 有 2 个 面 ,分 别 是 由 vvsvsvsviw 往 内 围 图 ,大 起 

成 一 个 面 ,vivsvivi 十 vsvevs 往外 围 成 一 个 面 . 
特别 注意 ,任何 平面 图 都 有 一 个 由 若干 条 边 往 外 围 成 的 一 个 面 , 它 是 唯一 的 一 个 无 限 面 . 
求 一 个 平面 图 的 面 可 以 这 样 做 ,在 一 张 较 大 的 纸 上 将 平面 图 画 上 ,然后 用 剪刀 将 图 的 所 
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有 边 剪 破 ,这 张 纸 被 分 成 的 每 一 部 分 就 是 一 个 面 . 
平面 图 的 两 个 面相 邻 是 指 这 两 个 面 有 公共 的 边界 . 


7.S,.2 欧 拉 公式 


欧 拉 在 1750 年 研究 多 面体 时 发 现 , 多 面体 的 面 数 等 于 多 面体 的 棱 数 减 去 顶点 数 加 2， 
后 来 发 现 连 通 平面 图 的 面 数 与 其 节点 数 、 边 数 之 间 也 有 同样 的 关系 . 

【定理 7-10】 〈 欧 拉 公 式 ) 任 意 (n,m) 连 通 平面 图 G 的 面 数 7 二 m 一 n 十 2. 

证 对 G 的 面 数 r 归纳 . 当 r=1 时 ,G 只 有 一 个 无 限 面 ,进而 G 不 含 任何 圈 . 因为 G 连 
通 , 所 以 G 是 一 棵 无 向 树 , 进 而 由 无 向 树 的 性 质 1 知 m==n 一 1, 于 是 有 7 二 m 一 n 十 2. 

假设 r 一 1 是 成 立 . 由 于 r 宇 2,G 中 存在 简单 回路 C, 令 e 是 C 上 的 一 条 边 ,考虑 
G 一 {e). 显 然 ,G 一 {e} 是 一 个 连通 的 平面 图 . 因为 G 一 {e} 的 面 数 为 r 一 1, 根 据 归纳 假设 有 
7 一 1 二 (m 一 1) 一 n 十 2, 所 以 有 r=m 一 nn 十 2. 

注意 ”在 欧 拉 公式 中 ,“ 连 通 ” 的 条 件 是 必 不 可 少 的 .在 图 7-42 中 ,r= 二 2, 而 一 n 十 2 二 
5 一 7 十 2 一 0. 

下 面 的 推论 非常 有 用 . 

推论 1 任意 (n,m) 简 单 连通 平面 图 ,着 n 宇 3, 则 m3n 一 6. 

证 设 G 是 (n,m) 简 单 平面 图 且 三 3. 根据 欧 拉 公 式 ,G 的 面 数 为 m 一 n 十 2. 因为 G 是 
简单 图 且 n 三 3, 其 每 个 面 至 少 由 3 条 边 围 成 ,但 每 一 条 边 是 两 个 面 的 边界 或 在 同一 个 面 中 
两 次 出 现 ,于 是 3(m 一 2 十 2)/2 委 ,所 以 mm 之 3 一 6. 

【 例 7-16】 证 明 : Ks 不 是 平面 图 . 

证 假设 Ks 是 平面 图 ,因为 Ks 是 简单 图 且 节 点 数 2=5, 由 推论 1 知 ,其 边 数 为 
m3n 一 6 二 3X5 一 6==9, 而 m= 二 10, 矛 盾 . 

类 似 于 推论 1 的 证 明 , 有 

推论 2 任意 (n,m) 简 单 连 通 平面 图 G, 若 G 不 含 K, 子 图 且 n 宇 3, 则 mm 三 2n 一 4. 

【 例 7-17】 证 明 : K;,; 不 是 平面 图 . 

证 假设 K;,; 是 平面 图 ,因为 Ks,; 是 简单 图 ,节点 数 n 二 6 且 不 含 KK， 子 图 ,由 推论 2 知 ， 
其 边 数 为 m 过 2n 一 4 二 2X6 一 4 二 8, 而 m= 二 9, 了 矛盾. 

下 面 的 定理 7-11 是 证 明 “ 五 色 定 理 ” 的 关键 . 


【定理 7-11】 任何 简单 平面 图 必 存 在 一 个 度数 小 于 等 于 5 的 节点 . 
证 不 妨 设 G==(V,E) 是 (n,m) 连 通 图 且 n 宇 3. 车 对 于 任意 vEV 均 有 deg(v) 宇 6, 则 有 
D) deg(u) > 6n Cal) 
vEV 
根据 握手 定理 ,有 
2) deg(v) = 2m < 2(3n— 6) (2) 


ETV 


(1) 与 (2) 矛 盾 ,结论 得 证 . 
7.5.3 库 拉 托 夫 斯 基 定 理 
波兰 数学 家 库 拉 托 夫 斯 基 (K. Kuratowski,1896 一 1980) 于 1930 年 给 出 了 判定 平面 图 
的 充 要 条 件 . 
先 介绍 同 胚 的 定义 . 
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【定义 7-20】 若 两 个 图 是 同 构 的 ,或 者 通过 反复 进行 以 下 操作 (如 图 7-43 所 示 ) 使 得 它 
们 同 构 , 则 称 这 两 个 图 同 胚 (homeomorphism): 

(1) 移 去 一 条 边 mv ,并 增加 一 个 节点 vv 同时 与 vi ,v 邻接 . 

(2) 删除 一 个 度 为 2 的 节点 v, 且 在 与 v 邻接 的 另外 两 个 节点 vi ,vs 之 间 连 一 条 边 . 

【 例 7-18】〗 证 明 : 彼得 森 图 的 如 下 子 图 (如 图 7-44 所 示 )G 同 胚 于 天 :,:. 


> 


(a) (b) 
图 7-43 图 7-44 


T 


【定理 7-12】(Kuratowski, 1930) 无 向 图 G 是 平面 图 的 充 要 条 件 是 G 无 同 胚 于 
K,,; 的 子 图 . 

库 拉 托 夫 斯 基 定 理 的 证 明 是 较 困 难 的 ,可 参见 有 关 文 献 [16]. 根据 库 拉 托 夫 斯 基 定 理 
知 ,彼得 森 图 不 是 平面 图 . 

库 拉 托 夫 斯 基 定 理 给 出 了 平面 图 的 充 要 条 件 , 但 很 难 将 其 用 于 实际 的 平面 图 的 判定 . 在 
1966 年 ,Lempel, Euler 和 Cederbaum 给 出 的 “灌木 生长 算法 ”可 以 逐次 完成 平面 图 的 戏 入 ， 
它 是 现代 图 论 算法 中 十 分 直观 .十 分 精彩 的 算法 之 一 ,而 与 之 配套 的 BFS 和 DFS 是 很 多 图 
论 算法 的 基础 , 它 的 基本 思想 是 “ 走 一 步 是 一 步 , 得 进 且 进 , 行 不 通 时 再 后 退 ”. 


7.5.4 平面 图 的 对 偶 图 


对 平面 图 的 面 的 研究 可 以 转换 为 对 其 对 偶 图 的 节点 的 研究 . 

【定义 7-21】 设 G 是 平面 图 ,G 的 对 偶 图 Cdual graph)G* 构造 如 下 : 

(1) 在 G 的 每 个 面 内 取 一 个 点 作为 G* 的 节点 . 

(2) 若 G 内 的 两 个 面 有 公共 的 边界 e , 则 在 G* 中 相应 的 两 个 节点 之 间 连 一 条 边 e* , 且 
使 与 e 相交 一 次 而 与 G 的 其 他 边 不 相交 .若是 G 的 桥 , 则 。 为 G 的 吊环 .若是 G 的 
吊环 , 则 。 为 G* 的 桥 . 

如 图 7-45 所 示 的 对 偶 图 为 空心 点 虚线 边 所 画 的 图 . 


Ks 和 


7-45 


ww 


根据 定义 知 ,任意 平面 图 的 对 偶 图 是 平面 图 且 是 连通 的 . 设 G 是 (n,m) 平 面 图 ,有 rr 个 
面 , 则 G* 是 (x,m) 平 面 图 ,及 n 个 面 . 

对 于 连通 平面 图 G, 其 对 偶 图 为 G" ,这 时 G* 的 对 偶 图 G* 为 G 本 身 . 对 于 非 连通 平面 
图 G,G** 可 能 与 G 不 同 构 , 如 图 7-46 所 示 . 


(IG (b)G* (c)G 
图 7-46 


习 题 7.5 


1. 证 明 : Ks 和 Ks, 都 是 极 小 非 平面 图 . 

2. 设 G 是 n(n 三 3) 阶 极 大 平面 图 , 试 证 明 

(1) G 是 连通 图 . 

(2) G 的 每 个 面 都 是 三 角形 . 

3. 边 数 m 二 30 的 简单 平面 图 G, 必 存在 节点 wv 使 得 deg(v) 志 4. 

4. 设 G 是 至 少 11 个 节点 的 简单 图 , 则 G 或 G 不 是 平面 图 . 

5. 利用 欧 拉 公式 证 明 : 彼得 森 图 是 非 平 面 图 . 

6. 证 明 : 最 小 度 6(G) 三 3 的 简单 连通 平面 图 G 的 边 数 不 可 能 为 7. 

7. 车 (n,m) 平 面 图 的 每 个 面 至 少 由 k(k 三 3) 条 边 围 成 , 则 m 寺 k(n 一 2)/(k 一 2). 

8. 任意 (n,mm) 平 面 图 G 的 面 数 7= 二 光一 n 十 (w(G) 十 1), 其 中 w(G) 是 图 G 的 连通 分 
支 数 . 

9. 任何 (三 3) 阶 简单 平面 图 G 必 存 在 3 个 度数 小 于 等 于 5 的 节点 . 

10. 分 别 画 出 图 7-47(a) 与 图 7-47(b) 的 对 偶 图 . 


(a) Ci (b) C> 


图 7-47 


11. 给 出 例子 说 明 , 即 使 平面 图 GG; ,但 G7 全 Gz 不 成 立 . 
12. 设 简 单 连通 平面 图 G 的 节点 数 n 二 6 且 边 数 台 二 12, 求 G 的 面 数 x 以 及 围 每 个 面 所 
需 的 边 数 . 
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13. 给 出 平面 图 G 的 对 偶 图 G* 是 欧 拉 图 的 充 要 条 件 . 

14. 设 平面 图 G 有 两 个 连通 分 支 开 : ,KK , 问 G 的 对 偶 图 G* 是 欧 拉 图 还 是 哈密 尔 顿 图 
阐述 理由 . 

15. 设 平面 图 G 有 > 个 面 , 且 每 两 个 面 均 有 公共 边 , 求 > 的 最 大 值 . 

16. 设 n(n 宇 3) 阶 无 向 图 G 是 极 大 平面 图 ,证 明 : G 的 对 偶 图 G* 是 3- 正 则 图 且 G* 
边 连 通 度 A(G* ) 之 2. 

17. 设 (n, m) 图 G 是 简单 连通 平面 图 ,证 明 

(1) 车 nn 三 3, 则 G 的 面 数 7 三 2n 一 4. 

(2) 若 G 的 最 小 度 6(G) 二 4, 则 G 中 至 少 存在 6 个 节点 的 度数 小 于 等 于 5. 

18. 设 (n, mm) 图 G 是 简单 平面 图 ,其 面 数 为 r, 且 G 的 最 小 度 6(G) 宇 3. 

(1) 车 7r 二 12, 则 G 必 存 在 一 个 至 多 4 条 边 围 成 的 面 . 

(2) 举例 说 明 , 若 一 12, 则 (1) 中 结论 不 成 立 . 


7.6 平面 图 的 面 着 色 


1852 年 ,英国 的 一 位 大 学 生 F. 格 思 里 (F. Guthrie) 在 给 一 张 地 图 涂 色 时 发 现 ,要 使 有 
公共 边 的 两 个 地 方 出 现 不 同 颜色 ,4 种 颜色 即 可 . 这 就 是 著名 的 四 色 猜 想 (Four Color 
Conjecture, 4CC). 

F. Guthrie 将 这 个 结论 告诉 了 他 的 老师 De Morgan ,一 位 当时 非常 有 名 的 数学 家 . 由 于 
De Morgan 不 知道 该 如 何 准确 回答 , 便 写 信和 求教 于 William Rowan Hamilton. 3 天 后 ， 
Hamilton 回信 说 :“ 我 不 可 能 很 快 解决 你 的 问题 ” 

1879 年 伦敦 数学 会 会 员 A. B. Kemple 给 出 了 四 色 猜 想 的 第 一 个 证 明 ,10 年 后 P. J. 
Heawood 指出 了 Kemple 证 明 过 程 中 存在 一 个 不 可 克服 的 漏洞 ,并 沿用 Kemple 的 方法 证 
明了 五 色 定 理 , 即 5 种 颜色 足够 . 

在 接 下 来 的 近 100 年 里 ,为 了 攻克 四 色 猜 想 ,促进 了 图 论 以 及 图 的 网 络 理论 的 发 展 , 它 
成 了 数学 园地 里 会 下 金 蛋 的 鹅 . 在 1976 年 ,美国 的 Kenneth Appel 和 Wolfgang Haken 与 
John Koch 合作 ,在 Kemple 思想 的 基础 上 ,借助 于 计算 机 用 了 1260 个 小 时 ,用 了 100 多 亿 
次 逻辑 判断 证 明了 “四 色 猜 想 ”, 证 明 的 关键 技巧 是 继承 了 Kemple 的 “ 色 交 换 技 术 ”, 它 开启 
了 定理 机 器 证 明 的 新 篇 章 , 四 色 猜 想 变 成 四 色 定 理 了 . 1999 年 又 给 出 了 一 些 改进 ,缩短 了 计 
算 机 的 运行 时 间 . 

尽管 四 色 定 理 的 证 明 没有 得 到 完全 承认 ,但 至 今 为 止 还 没有 发 现 它 的 纯 数学 证 明 . 四 色 
定理 的 简短 证 明 可 能 有 朝 一 日 会 被 发 现 ,也 许 出 自 一 位 天 才 的 大 学 生 之 手 . 

本 节 主 要 内 容 是 平面 图 的 面 着 色 问 题 .顺便 介绍 任意 无 向 图 的 节点 着 色 以 及 边 着 色 等 
有 关内 容 . 


7.6.1 平面 图 的 面 着 色 定义 


【定义 7-22】 设 G 是 平面 图 , 若 对 G 的 每 个 面 涂 上 一 种 颜色 上 且 相 邻 的 面 出 现 不 同 的 颜 
色 , 则 称 对 该 平面 图 的 面 着 色 (face coloring) ,所 需 颜 色 的 最 少 种 数 称 为 面 着 色 数 (region 


chromatic number). 


Ee] 


< 
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图 7-48(a) .图 7-48(b) 和 图 7-48(c) 中 各 平面 图 的 面 着 色 数 分 别 为 3， 3，2. 


A 


(a) (b) (©) 


图 7-48 
思考 ”你 能 给 出 一 种 平面 图 的 面 着 色 的 算法 及 实现 方案 吗 ? 
7.6.2 图 的 节点 着 色 


1. 任意 图 的 节点 着 色 

【定义 7-23】 设 G 是 任意 无 向 图 , 若 对 G 的 每 个 节点 涂 上 一 种 颜色 且 相 邻 的 节点 出 现 
不 同 的 颜色 , 则 称 对 该 图 的 节点 着 色 (vertex coloring), 简称 着 色 (coloring) ,所 需 颜色 的 最 
少 种 数 称 为 节点 着 色 数 , 简称 着 色 数 (chromatic number) , 记 为 X(G). 

图 7-48(a)、 图 7-48(b) 和 图 7-48(c) 中 各 图 的 节点 着 色 数 分 别 为 3，2，3. 

显然 ,X(K,)=n. 

容易 证 明 

【定理 7-13】〗】 设 G 是 不 含 自 环 的 图 , 则 X(G) 三 A(G) 十 1. 

证 ( 留 作 练 习 ). 

可 以 利用 韦 尔 奇 ， 鲍威尔 (Welch Powell) 算 法 对 图 G 的 节点 着 色 , 进 而 求 出 X(G) 的 
上 界 . 

Welch Powell 算法 : 

(1) 将 图 G 的 节点 按 度数 从 大 到 小 的 顺序 排列 . 

(2) 用 第 一 种 颜色 对 第 一 个 节点 着 色 ,并 且 按照 其 余 未 着 色 节点 顺序 ,对 不 邻接 的 每 一 
个 节点 着 上 同样 的 颜色 . 

(3) 用 第 二 种 颜色 对 尚未 着 色 的 点 重复 (2) ,继续 下 去 ,直到 所 有 的 点 都 着 色 为 止 . 


【 例 7-19】 利用 Welch Powell 算法 对 如 图 7-49 所 示 中 
Vs ya yuU7 UVI，U2 UL Ue » Ug 


的 图 G 着 色 . a 
解 (1) 将 图 G 的 节点 按 度数 从 大 到 小 的 顺序 排列 为 2 
mL 
(2) 用 第 一 种 颜色 对 ww 着 色 , 并 且 按照 顺序 ,对 与 ww 不 邻 NE 
接 的 节点 w 着 上 同样 的 颜色 . RK 


(3) 用 第 二 种 颜色 对 m 着 色 , 并 且 按照 vi ,vo yu va ee 
顺序 ,对 与 w 不 邻接 的 节点 w 和 mw 着 上 第 二 种 颜色 . 
(4) 用 第 三 种 颜色 对 v 着 色 ,并且 按 照 w ,ws 顺序 ,对 与 w 不 邻接 的 节点 vw 和 we 着 上 
第 三 种 颜色 . 
6 


ve 


由 此 可 知 ,X(G) 志 3. 显然 ,X(G) 一 3. 

2. 平面 图 的 节点 着 色 

平面 图 的 节点 着 色 与 一 般 无 向 图 的 节点 着 色 是 相同 的 . 

值得 注意 的 是 ,平面 图 的 面 着 色 ,可 以 转换 为 其 对 偶 图 (也 是 平面 图 ) 的 节点 着 色 . 于 是 ， 
五 色 定 理 如 下 . 

【定理 7-14】 设 G 是 简单 平面 图 , 则 X(G)<5. 

证 对 图 G 的 节点 数 n 归纳 . 当 n 二 5 时 结论 显然 .假设 对 于 nn 一 1 阶 简单 平面 图 结论 
成 立 . 

由 7.5 节 定 理 7-11 知 ,G 中 存在 一 个 节点 wv 使 得 deg(v) 三 5. 考虑 G 一 {v}. 由 归纳 假设 
有 X(G 一 {z)) 委 5. 

若 deg(v) 达 5, 则 与 v 邻接 的 节点 个 数 三 4, 可 对 wv 着 色 . 

车 deg(v)= 二 5, 令 与 v 邻接 的 节点 分 别 为 v1 ,vs ,vs ,vw ,vs ,它们 分 别 着 色 ci ,cs ,cs,c4， 
cs. 设 Wi 为 G 一 {v} 中 着 色 为 ci ,cs 的 节点 组 成 的 集 ,Ws 为 G 一 {v} 中 着 色 为 cayct 的 节点 
组 成 的 集 . 

(1) 若 vi ,vs 分 别 在 Wi 所 导出 子 图 的 不 同 连 通 分 支 中 ,将 vw 所 在 连通 分 支 中 的 颜色 
clycs 对 调 ,不 影响 G 一 {v} 的 着 色 , 再 对 v 着色 cl ,得 图 G 的 着 色 . 

(2) 车,vs 在 Wi 所 导出 子 图 的 同一 个 连通 分 支 中 , 则 从 vi 到 w 存在 一 条 路 L,L 上 
的 各 点 都 着 ci ,cs 色 的 .路 工 与 边 vwwi 和 vv 构成 回路 C, 它 包围 了 wv 或 ww ,但 不 能 同时 包 
含 ,于 是 w 和 vw 分 别 属于 节点 集 Ws 所 导出 子 图 的 两 个 连通 分 支 中 . 因此 ,在 包含 w 的 连 
通 分 支 中 ,将 颜色 cs ,cs 对 调 , 不 影响 G 一 {v}) 的 着 色 , 再 对 v 着 色 cs, 得 图 G 的 着 色 . 


7.6.3 任意 图 的 边 着 色 


【定义 7-24】 设 G 是 任意 无 向 图 ,车 对 G 的 每 条 边 涂 上 一 种 颜色 且 相 邻 的 边 出 现 不 同 
的 颜色 , 则 称 对 该 图 的 边 着 色 (edge coloring), 所 需 颜色 的 最 少 种 数 称 为 边 着 色 数 (edge- 
chromatic number). 

图 中 的 两 条 边 相 邻 是 指 它们 有 公共 的 节点 . 容易 得 出 图 7-48(a) 一 图 7-48(c) 中 各 图 的 
边 着 色 数 分 别 为 6， 4，6. 

我 们 对 图 的 边 着 色 问 题 不 做 更 深入 讨论 ,最 后 对 与 拉 姆 塞 (Ramsey) 理 论 密切 相关 的 图 
的 边 “ 涂 色 ” 的 问题 进行 简单 说 明 . 

拉 姆 塞 问题 (Ramsey problem) 任 给 一 群 人 .其 中 有 jp 个 人 彼此 认识 或 有 g 个 人 彼此 不 
认识 ,这 种 人 群 至 少 多 少 人 ? 

拉 姆 塞 问题 中 的 答案 记 为 R(p,gq). 

【 例 7-20】 证 明 : 任意 6 个 人 中 ,有 3 个 人 彼此 认识 或 有 3 个 人 彼此 不 认识 . 

证 用 6 个 节点 分 别 表示 这 6 个 人 ,可 得 六 阶 完全 无 向 图 Ke. 若 两 个 人 认识 , 则 在 相应 的 
ts Dn sone ge 

对 于 任意 的 K。 的 节点 v, 因 为 deg(v) 二 5, 与 v 关 联 的 边 有 5 条 , 当 用 红 、 蓝 颜色 去 涂 


时 ,至 少 根据 推广 的 钵 笼 原理 知 ， 至 电 立 | 上 = 3 条 边 涂 的 是 同一 种 颜色 ,不 妨 设 wo ,vos ,vws 
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是 红色 . 若 3 条 边 vivs ,vzv3 ,vivs 是 红色 , 则 存在 红色 K; ,这 意味 着 有 3 个 人 相互 认识 ; 若 
viv2 ,vzv3 ,viv3 都 是 蓝 色 , 则 存在 蓝 色 Ks ,这 意味 着 有 3 个 人 相互 不 认识 .结论 成 立 . 
注意 在 5 个 人 的 人 群 中 ,上 述 结 论 不 成 立 . 只 需要 对 Ks 最 外 面 的 5 条 边 涂 成 红色 ， 
里 面 的 5 条 边 涂 成 蓝 色 即 可 .于 是 ,R(3,3) 二 6( F. P. Ramsey, 1930). 
已 经 知道 的 一 些 结果 如 下 : 
REISYA) = 9, RU355) = 145 RO454Y = 18(1955) 
R(3,6) = 18(1964, 1966). R(3,7) = 23(1968) 
R(3,8) = 28(1992). R(3,9) = 36(1982). R(4,5) = 25(1993) 
就 1993 年 利用 计算 机 得 到 的 结果 R(4,5) 二 25 来 说 ,其 计算 量 相 当 于 一 台 标 准 计算 机 
11 年 的 计算 量 . 由 此 可 见 , 由 拉 姆 塞 在 1928 年 提出 的 求 R(p,q) 的 难题 ,是 对 数学 科学 和 计 
算 机 科学 的 又 一 次 极 大 挑战 . 目前 ,可 以 先 考 虑 计算 R(5,5). 参见 http://mathworld. 
wolfram. com/ RamseyNumber. html. 同时 ,可 以 采用 上 、 下 界 通 近 技 巧 求 出 Ramsey 数 . 


习 题 7.6 


1. 设 G 是 不 含 桥 的 连通 平面 图 , 若 G 的 面色 数 为 2, 则 G 是 欧 拉 图 . 

2. 证 明 , X(K,)=n. 

3. 分 别 求 出 如 图 7-50 所 示 中 各 图 的 节点 着 
色 数 和 边 着 色 数 . 

4. 设 G 是 不 含 吊 环 的 图 , 则 X(G) 志 A(G) 十 1. 

5. 设 图 G 的 节点 着 色 数 X(G) 二 &, 则 G 至 少 
有 k(k 一 1)/2 条 边 . 

6. 设 图 G 二 (V,E) 的 节点 着 色 数 X(G) 一 A， 
且 对 于 任意 vEV, 有 X(G 一 v) 二 X(G), 则 G 的 最 小 度 6(G) 宇 & 一 1. 

7. 设 G 是 简单 图 , 若 G 的 节点 表示 期 末 考 试 的 科目 , 边 表示 关联 的 两 节点 所 对 应 的 科 


目 不 能 在 同一 时 间 考 试 , 问 图 G 的 节点 着 色 的 实际 意义 是 什么 ?X(G) 的 实际 意义 是 什么 ? 

8. 用 C,-1 表 示 有 nn 一 1 个 节点 的 n 一 1 边 形 (n 宇 4). 在 C,-!1 内 有 放置 一 个 节点 并 与 C,-; 
中 所 有 节点 邻接 ,这 样 得 到 的 图 称 为 阶 轮 图 , 记 为 W,. 证 明 ; W, (n 宇 4) 的 边 着 色 数 为 
一直 


9. 证 明 : 任意 9 个 人 中 ,有 3 个 人 相互 认识 或 4 个 人 相互 不 认识 . 
7.7 二 部 图 匹配 
在 诸如 和 人 员 分 配 、 资 源 分 配 等 问题 的 讨论 中 ,经 常 涉 及 二 部 图 及 其 匹配 . 
本 节 仅 对 简单 无 向 图 进行 讨论 . 
77.1 二 部 图 


【定义 7-25】 设 G=(V.E) 是 简单 无 向 图 ,车 V 可 划分 为 两 部 分 Vi 和 ,使 得 对 于 任 
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(a) (b) 


意 eEE, 都 存在 w€EVi,vEVi ,使 得 ce 二 uv 二 {u,v), 则 称 G 为 二 部 图 (bipartite graph) ,Vi 
和 Vs 称 为 互补 节点 集 . 
二 部 图 又 称 为 二 分 图 或 偶 图 . 例如 图 7-51 所 示 都 是 二 部 图 ,它们 是 二 部 图 的 一 般 画 法 . 
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图 7-51 


注意 ”二 部 图 的 互补 节点 集 的 划分 不 是 唯一 的 . 例如 在 图 7-51(a) 中 ,可 取 Vi 一 
{v9va9vV39U04905)} 且 Vs 二 {ve syvi yusg) ,也 可 取 V 一 {uwyuyuyvyv) 且 V 一 {uyuryus)， 

设 G 为 二 部 图 ,Vi 和 Vs: 称 为 互补 节点 集 . 若 Vi 中 的 所 有 节点 与 V 的 所 有 节点 都 邻 
接 , 则 称 G 为 完全 二 部 图 (complete bipartite graph) , 记 为 K,,,, 其 中 |Vi|==m,|Vs|=n. 

完全 二 部 图 Ki,, 称 为 星 状 图 (star graph). 

下 面 的 定理 给 出 了 简单 无 向 图 是 二 部 图 的 充 要 条 件 . 

【定理 7-15】 设 G==(V,E) 为 阶 数 三 2 的 简单 连通 无 向 图 , 则 G 是 二 部 图 的 充 要 条 件 
是 G 中 任意 回路 的 长 度 为 偶数 . 

证 〈 之 ) 显 然 . 

取 vEV, 令 

总 二 {u|wuEV 且 d (u,v) 是 偶数 }，V， = 二 V 一 V 关 名 

若 存 在 边 eEE, 其 关联 的 两 个 节点 在 同一 个 Vi(i==1,2) 中 , 则 G 中 存在 长 度 为 奇数 的 回 
路 ,与 已 知 矛 盾 . 于是,G 的 任意 边 的 两 个 端点 ,一 个 在 Vi 中 ,一 个 在 V, 中 . 故 G 是 二 部 图 . 

由 于 在 任意 阶 数 三 2 无 向 树 中 不 存在 圈 , 其 中 任意 回路 的 长 度 为 偶数 ,因此 任意 无 向 树 
是 二 部 图 . 


7.7.2 匹配 


工作 安排 .资源 分 配 、 各 种 配对 竞赛 以 及 人 员 择 偶 等 问题 ,实际 上 是 匹配 问题 . 

【定义 7-26】 设 G=(V,E) 是 简单 无 向 图 .车 如 了 去 MCE 且 M 中 任何 两 条 边 都 不 相 
邻 , 则 称 M 为 G 的 一 个 匹配 (matching) 或 边 独 立 集 (independent set of edges) ,M 中 每 条 边 
的 两 个 节点 在 M 中 相配 . 边 数 最 多 的 匹配 称 为 最 大 匹配 (maximum matching) ,其 中 的 边 数 


称 为 匹配 数 . 所 有 节点 都 与 M 中 的 某 边 关联 的 匹配 称 为 完美 匹配 a 
(perfect matching). 
在 图 7-52 所 示 的 Petersen 图 G 中 ,{ab,fh,id} 和 {ab,fiscd,， ee b 
jj) 是 G 的 一 个 匹配 ,{af,bg,ch,di,ej} 是 G 的 最 大 匹配 ,匹配 数 小 
为 5,{af,bg,ch,di,ej}) 也 是 G 的 完美 匹配 . PF/ 
对 于 简单 无 向 图 G 二 (V,E), 令 多 取 WCV, 若 W 中 任意 两 个 d 四 
节点 均 不 相 邻 , 则 称 W 为 G 的 点 独立 集 (independent set of nodes). 图 7:52 


若 GLW]j 是 完全 图 , 则 称 W 为 G 的 团 (clique). 

在 二 部 图 G 二 (V,E) 中 ,Vi 和 Vs 为 互补 节点 集 . 若 M 为 G 的 一 个 最 大 匹配 且 | MI 一 
min{|w ,|V 1》 , 则 称 M 为 G 的 一 个 完备 匹配 (complete matching). 当 |Vi| 达 |V|, 也 称 
M 为 G 的 一 个 从 Vi 到 V 的 完备 匹配 . 

1935 年 Hall 给 出 了 判定 二 部 图 是 否 存 在 完备 匹配 的 充 要 条 件 一 一 “ 相 异 性 条 件 ”. 

【定理 7-16】 (Hall, 1935) 设 G=(V,E) 是 二 部 图 ,Vi 和 Vs 是 其 互补 节点 集 .G 中 存 
在 从 Vi 到 V 的 完备 匹配 的 充 要 条 件 是 Vi 中 的 任意 (CR 一 1,2,…,|V: 1) 个 节点 至 少 与 
Vs 中 的 & 个 节点 邻接 . 

人 匈牙利 (Hungarian) 算 法 (J. Edmonds，1965) 可 用 于 求 从 Vi 到 ww 的 完备 匹配 ,参见 
有 关 文 献 [4]. 

根据 Hall 定理 可 得 下 面 的 定理 . 

【定理 7-17】 设 G 一 (V,E) 是 二 部 图 ,V， 和 V: 称 为 互补 节点 集 . 若 存在 1 宇 1, 则 使 得 
如 下 “zt 条 件 ” 成 立 : 

(1) V 中 的 每 个 节点 至 少 关联 1 条 边 . 

(2) Vs 中 的 每 个 节点 至 多 关联 上 条 边 , 则 G 中 存在 从 Vi 到 Vs 的 完备 匹配 . 

证 由 (1),V 中 的 任意 &(k==1,2,…,|Vi|) 个 节点 至 少 与 好 条 边关 联 . 再 由 (2) ,这 些 
边 至 少 与 Vs 中 的 和 个 节点 邻接 .由 Hall 定理 即 证 . 

下 述 定理 给 出 了 任意 简单 无 向 图 存在 完美 匹配 的 充 要 条 件 . 

【定理 7-18〗 (Tutte) 图 G==(V,E) 有 完美 匹配 的 充 要 条 件 是 对 于 任意 WCV 均 有 
O(G 一 W) 三 |W1, 其 中 O(G 一 W) 表 示 含 奇数 个 节点 的 连通 分 支 数 . 


习 题 7.7 


1. 判断 如 图 7-53 所 示 是 否 为 二 部 图 . 若是 二 部 图 , 求 出 其 互补 节点 集 . 


(a) (b) 
图 7-53 


2. 捕获 6 名 间谍 a,b,c,d,e,f, 其 中 4 会 汉语 、 法 语 和 日 语 ;6 会 德语 日语 和 俄语 ;c 会 
英语 和 法 语 ;d 会 汉语 和 西班牙 语 ;e 会 英语 和 德语 ;了 会 俄语 和 西班牙 语 . 如 将 这 6 人 用 两 
个 房间 监禁 ,是 否 可 以 使 得 在 同一 房间 里 的 任意 两 人 不 能 相互 直接 交谈 ? 

3. 有 6 位 老师 : 张 \ 王 、 李 、 赵 、 孙 、 周 ,要 安排 他 们 去 教 6 门 课 : 数学 .化 学 物理、 语文、 
英语 和 计算 机 . 张 老师 可 教 数学 、 计 算 机 和 英语 ; 王 老 师 可 教 英 语 和 语文 ; 李 老 师 可 教 数学 和 
物理 ; 赵 老 师 只 能 教化 学 ; 孙 老 师 可 教 物理 和 计算 机 ; 周 老师 可 教 数学 和 物理 . 问 怎样 安排 课 
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程 才 能 使 得 每 门 课 都 有 人 教 , 每 个 人 都 只 教 一 门 课 ? 

4. 举例 说 明 ,满足 “ 相 异 性 条 件 ” 的 二 部 图 ,不 一 定 存 在 一 个 全 1 使 其 满足 “t 条 件 ”. 

5. 某 年 级 共 开设 了 7 门 课 , 有 7 位 教师 承担 .已 知 每 位 教师 都 可 以 担任 其 中 的 3 门 课 . 
他 们 将 自己 能 担任 的 课 上 报 教务 处 后 .教务 员 发 现 每 门 课 都 恰 有 3 位 教师 能 承担 . 问 教务 员 
能 否 安排 这 7 位 教师 每 人 担任 1 门 课 , 且 每 门 课 都 有 人 承担 . (提示 : 利用 上 条 件 ) 

6. 证 明 : 阶 数 大 于 等 于 2 的 简单 无 向 图 G 是 二 部 图 当 且 仅 当 X(G)<<2. 

7. 证 明 : 无 向 树 至 多 有 一 个 完美 匹配 . 

8. 利用 Tutte 定理 证 明 : 车 n 阶 图 G 是 一 1 边 连 通 的 & 正 则 图 , 且 n 是 偶数 , 则 G 存 
在 完美 匹配 . 


本 章 小 结 


1. 欧 拉 图 

设 G==(V,E) 是 任意 图 ,G 中 经 过 所 有 边 一 次 且 仅 一 次 的 路 称 为 欧 拉 轨迹 ,G 中 经 过 所 
有 边 一 次 且 仅 一 次 的 回路 称 为 欧 拉 回路 ,存在 欧 拉 回路 的 图 称 为 欧 拉 图 . 

欧 拉 定 理 ” 设 G 是 连通 无 向 图 , 则 G 是 欧 拉 图 的 充 要 条 件 是 G 的 每 节点 度数 为 偶数 . 

中 国 邮递 员 问 题 “ 边 赋 权 的 图 中 在 添加 平行 边 后 求 最 短 欧 拉 回路 的 问题 . 

掌握 与 欧 拉 图 有 关 的 3 个 概念 和 欧 拉 定 理 , 理解 其 他 几 个 结论 , 了解 中 国 邮 递 员 
问题 . 

2. 哈密 尔 顿 图 

设 G=(V,E) 是 任意 图 ,G 中 经 过 所 有 节点 一 次 且 仅 一 次 的 路 径 称 为 哈密 尔 顿 路 径 ， 
G 中 经 过 所 有 节点 一 次 且 仅 一 次 ( 除 起 点 重复 一 次 外 ) 的 圈 称 为 哈密 尔 顿 回路 ,存在 哈密 尔 
顿 回路 的 图 称 为 哈密 尔 顿 图 . 

定理 (Ore, 1960) 设 G==(V,E) 是 n(n 三 3) 阶 简单 无 向 图 ,车 对 于 任意 的 不 相 邻 节点 w， 
v 有 


deg(u) + deg(v) 二 7 
则 G 是 哈密 尔 顿 图 . 
旅行 商 问题 CTSP) 在 边 赋 权 图 中 , 找 出 一 条 权 最 小 的 哈密 尔 顿 回路 . 
掌握 与 哈密 尔 顿 有 关 的 3 个 概念 和 Ore 定理 , 理解 其 他 几 个 结论 , 了 解 旅行 商 问题 . 
3. 无 向 树 
不 含有 圈 的 连通 无 向 图 称 为 无 向 树 . 
定理 ”以 下 关于 无 向 (n,m 图 G 的 6 个 命题 等 价 . 
(a) G 是 一 棵 无 向 树 . 
(b) G 不 含有 圈 上 且 双 一 2 一 1. 
(c) G 连通 且 交 一 2 一 1. 
(d) G 不 含有 圈 但 增加 一 条 新 边 后 得 到 一 个 且 仅 一 个 圈 . 
Ce) G 连通 但 删除 任意 一 条 边 后 便 不 连通 . 
(CD G 的 每 一 对 节点 有 且 仅 有 一 条 路 径 . 
设 G=(V,E) 是 无 向 图 ,是 无 向 树 的 生成 子 图 代称 为 G 的 生成 树 . 无 向 图 G 存在 生成 
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树 的 充 要 条 件 是 G 是 连通 图 . 

设 C 是 边 赋 权 的 连通 无 向 图 ,G 中 权 最 小 的 生成 树 称 为 最 小 生成 树 . 理解 求 最 小 生成 
树 的 克 鲁 斯 卡尔 避 圈 法 . 

熟练 掌握 无 向 树 的 定义 和 性 质 , 理解 生成 树 和 最 小 生成 树 并 能 运用 克 和 鲁 斯 卡尔 算法 求 
出 最 小 生成 树 . 

4. 有 向 树 

了 解 有 向 树 的 定义 : 有 向 图 C 一 (V, 尼 ) ,在 不 考虑 边 的 方向 时 是 一 棵 无 向 树 , 则 该 有 向 
图 称 为 有 向 树 . 

一 棵 有 向 树 ,车 恰 有 一 个 节点 入 度 为 0. 而 其 余 节 点 入 度 均 为 1, 则 该 有 向 树 称 为 根 树 . 
要 求 掌握 根 树 的 定义 ,， 了解 树 根 、 树 叶 、 分 支 节点 , 父 节点 、 子 节点 、 子 根 树 ,高度 (深度 ) 等 有 

最 大 出 度 为 m 的 根 树 称 为 xm 叉 树 . 设 G==(V,E) 是 一 棵 x 叉 树 ,车 G 的 每 一 片 树叶 上 
都 赋予 一 个 非 负 实数 , 则 称 G 为 叶 赋 权 m 叉 树 . 理解 求 最 优 二 又 树 赫 夫 曼 算法 . 

对 同一 个 节点 的 所 有 儿子 节点 规定 先后 顺序 的 根 树 就 是 有 序 树 . 

对 同一 个 节点 的 所 有 儿子 节点 规定 左右 位 置 的 有 序 二 又 树 称 为 定位 二 又 树 . 

理解 m 叉 树 、 有 序 树 和 定位 二 叉 树 概念 ,了 解 左右 儿子 、 赫 夫 曼 编码 、 遍 历 方式 和 有 序 
森林 到 定位 二 叉 树 的 转换 . 

5. 平面 图 

设 C 是 无 向 图 , 若 可 将 G 画 在 一 个 平面 上 ,同时 使 得 任意 两 条 边 在 非 节点 处 不 相交 , 则 
称 G 为 平面 图 . 两 个 重要 的 非 平面 图 : (1) Ks , (2)K;,. 

设 G 是 平面 图 ,由 G 的 若干 条 边 所 围 成 的 连通 区 域 称 为 图 G 的 面 . 

欧 拉 公 式 ” 任 意 (n,m) 连 通 平面 图 G 的 面 数 ”一 妈 一 2 十 2. 

定理 ”任何 简单 平面 图 必 存 在 一 个 度数 三 5 的 节点 . 

掌握 平面 图 及 其 面 的 定义 和 欧 拉 公式 , 能 得 出 欧 拉 公式 的 推论 并 证 明 上 述 定理 ,了 解 
库 拉 托 夫 斯 基 定理 和 平面 图 的 对 偶 图 . 

6. 平面 图 的 面 着 色 

理解 平面 图 的 面 着 色 ( 数 ) ,任意 无 向 图 的 节点 着 色 ( 数 ) 和 边 着 色 ( 数 ), 了 解 五 色 定理 ， 
能 解决 简单 的 拉 姆 塞 问题 , 如 R(3, 3) = 6. 

五 色 定理 设 G 是 简单 平面 图 , 则 X(C) 近 5. 

拉 姆 塞 问题 ” 任 给 一 群 人 ,其 中 有 户 个 人 彼此 认识 或 有 9 个 人 彼此 不 认识 ,这 个 人 和 群 至 
少 有 R(p,g) 人 . 

7. 二 部 图 及 其 匹配 

若 简单 无 向 图 G= 一 (V ,已 ) 的 节点 集 V 可 划分 为 两 部 分 V 和 V: ,使 得 对 于 任意 eEE， 
都 存在 vEVi,oEV: ,使 得 e=xu= {x， z) , 则 称 G 为 二 部 图 . 

定理 设 G 为 阶 数 三 2 的 简单 连通 无 向 图 , 则 G 是 二 部 图 的 充 要 条 件 是 G 中 任意 回路 
的 长 度 为 偶数 . 

理解 二 部 图 的 概念 和 有 关 结 论 、 完 全 二 部 图 K,,. 了 解 互补 节点 集 、 匹 配 ( 边 独立 集 )、 
最 大 匹配 .匹配 数 、 完 美 匹 配点 独立 集 、 团 、 完 备 匹 配 等 有 关 概 念 . 
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第 8 章 组 合计 数 


我 们 知道 ,离散 数学 研究 离散 对 象 . 组 合计 数 ,简称 计数 (counting) 就 是 计算 满足 一 
条 件 的 离散 对 象 的 安置 方式 的 数目 . 

对 于 给 定 离散 对 象 的 安置 方式 ,要 考虑 其 存在 性 问题 .计数 问题 .构造 方法 .最 优化 问 
题 ,这 些 是 组 合 数学 研究 的 全 部 内 容 ( 参 见 文献 [6]). 组 合 数学 发 源 于 数学 消遣 和 数学 游 
戏 , 其 研究 历史 可 追溯 到 公元 前 2200 pa dt 从 洛 河中 浮 出 的 神 鱼 背部 上 


出 现 的 三 阶 幻 方 开 始 ,该 方 阵 的 每 一 一 列 以 及 两 条 对 角 线 的 3 个 数字 之 和 都 等 于 15， 
其 研究 方兴未艾 . 
计算 机 科学 是 研究 算法 的 一 门 科学 ,组 合计 数 是 算法 分 析 与 设计 的 基础 , 它 对 于 分 析 算 


a 当然 ,组 合计 数 在 诸多 领域 的 很 多 问题 的 讨 
论 中 也 经 常用 到 . pe honh hte 

本 童 主要 讨论 组 合计 数 的 基本 计数 技巧 和 方法 ,包括 计数 原理 ,排列 组 合 、 二 项 式 定理 、 
生成 函数 与 递归 关 es 它们 都 与 集合 .映射 .运算 和 关系 密切 联系 . 


8.1 计数 原理 .排列 组 合 与 二 项 式 定理 


8.1.1 计数 原理 


计数 原理 有 加 法 原理 和 乘法 原理 ,它们 是 研究 计数 的 基础 . 

加 法 原理 (addition principle) 若 事 件 A 有 wm 种 不 同 选取 方式 ,事件 A 有 ms 种 不 
同 选取 方式 ,……, 事 件 A 有 zx 种 不 同 选取 方式 ,在 这 上 个 事件 之 间 没 有 共同 的 选取 方式 
时 , 则 这 个 事件 之 一 发 生 有 ;十 ms 十 … 十 zzx 种 不 同 选 取 方 式 . 

例如 ,假设 一 个 班 有 mi 个 男生 ,有 ms 个 女生 ,根据 加 法 原理 知 ,该 班 有 wu 十 ms 个 同 
学 . 若 将 计数 的 元 素 划分 成 若干 个 不 同 的 类 , 先 分 类 计数 ,再 相 加 ,这 种 方法 称 为 分 类 处 理 ， 
见 图 8-1(a). 

乘法 原理 (multiplication principle) 若 事件 A! 有 mi 种 不 同 选 取 方 式 , 事 件 A, 有 
ms 种 不 同 选取 方式 ，……… ,事件 A 有 zx 种 不 同 选取 方式 , 则 这 个 事件 依次 发 生 有 nms… 
ms 种 不 同 选取 方式 . 

例如 ,假设 从 A 到 B 有 mi 条 线路 ,从 B 到 
C 有 ms 条 线路 ,那么 根据 乘法 原理 知 , 从 
A 先 到 B 紧 接 着 再 从 B 到 C 就 有 mims 条 线 
路 . 若 计 数 时 需要 分 成 独立 的 几 步 才能 完成 , 先 
分 别 计算 每 一 步 的 选取 方式 ,再 相 乘 ,这 种 方法 
称 为 分 步 处 理 , 见 图 8-1(b). 

在 计数 过 程 中 ,分 类 处 理 和 分 步 处 理 可 能 会 
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嵌 套 使 用 . 
8.1.2 排列 


1. n 个 元 素 的 r- 排 列 

从 个 不 同 的 元 素 中 , 取 r 个 出 来 按 顺 序 排列 ,就 是 个 元 素 的 r- 排 列 (permutation)， 
其 排列 个 数 记 为 P; 或 Pn, 7). 

注意 到 nn! 二 n(n 一 1)…3。，2。1. 随 着 ?的 增 大 ,z! 呈 指 数 增长 . Stirling 给 出 的 近似 公 
式 为 


nl 人 V2an .| 
随 着 的 增 大 ,二 者 的 相对 误差 趋 于 0: 


nl = 从; 


人 
2r7 (#) 
而 绝对 误差 趋 于 无 穷 大 : 


lim|n!— v2rxn (#2)]=+~. 


利用 乘法 原理 有 下 述 结论 . 
【定理 8-1】 对 于 任意 7 二 nn, 有 已 :一 2(2 一 1)…(2 一 r 十 1) nl 


(Golly 
显然 ,n 个 元 素 的 全 排列 个 数 为 n1. 约定 P==1. 
2. n 个 元 素 的 r 圆 排列 
实际 上 ,n 个 元 素 的 -排列 是 线 排列 ,如果 从 个 不 同 的 元 素 中 , 取 7r 个 出 来 按 顺 序 
排列 成 一 个 圆 ,就 是 nn 个 元 素 的 xr 圆 排列 (circular permutation) ,这 样 的 排列 个 数 记 为 
Ps 或 @P(n, 7). 注意 圆 排 列 只 与 相对 位 置 有 关 , 例 如 


1 4 
图 8-2(a) 和 图 8-2(b) 中 的 圆 排 列 是 相同 的 . 
显然 ,上 面 的 圆 排列 可 以 得 到 1234,2341,3412 和 4 小 阁 1 
4123 四 个 线 排列 . 一 般 地 ,一 个 二 圆 排列 可 以 得 到 个 
六 排列 ,于 是 了 2 
BR Ps: (a) (b) 
We 图 8-2 


3. n 个 元 素 的 六 可 重 排列 
前 面 所 讨论 的 排列 中 要 求 没有 重复 元 素 . 如 果 从 个 不 同 的 元 素 中 ,可 重复 取 7 个 元 
素 按 顺序 排列 ,就 是 n 个 元 素 的 r- 可 重 排列 (permutation with repetition) ,这 样 的 排列 个 数 
记 为 三 或 下 (as 交 ， 

可 以 这 样 理解 ~- 可 重 排列 : 先 从 个 元 素 中 任 取 一 个 元 素 出 来 排 在 第 一 位 置 , 及 种 
选取 方式 . 将 其 放 回 后 ,再 任意 取 一 个 元 素 出 来 排 在 第 二 位 置 , 也 及 种 选取 方式 . 这 样 一 
直 进 行 下 去 ,直到 有 7 个 元 素 排列 为 止 . 因此 ,根据 乘法 原理 有 

| 站 


-| 
a 


4. 有 重复 元 素 的 全 排列 
【定理 8-2〗 设 Ai,A,,…,A 是 & 个 不 同 元 素 , 现 有 ni 个 A; 元 素 (i 二 1,2,…,k,nmi 十 
72 十 十 4 二 2), 即 A=={。，Aisns。As,… ,nn。Ai), 则 这 个 元 素 的 全 排列 个 数 为 


nl 
72117221 72 


证 记 这 个 可 重 元 素 的 全 排列 个 数 为 N. 将 nn; 个 A; 元素 看 作 不同 的 元 素 A}， 
A? AY (i 二 1,2,…,k) ,于 是 得 到 妈 十 7 十 … 十 m4 二 nn 个 不 同 元 素 , 其 全 排列 个 数 为 nl. 
由 于 ni 个 不 同 的 元 素 A} ,A? ,… ,A* 的 全 排列 个 数 为 n;! (i 二 1,2,…,k) ,于 是 所 给 nn 个 可 
重 元 素 的 一 个 全 排列 可 以 得 到 1 ns1 …m1 个 个 不 同 元 素 的 全 排列 ,根据 乘法 原理 知 
Nml nzl…n1 二 n1, 进 而 


nl! 
721 1722 1 7 


8.1.3 组 合 


1. n 个 元 素 的 六 组 合 
从 个 不 同 的 元 素 中 , 取 r 个 出 来 放 成 一 堆 而 不 考虑 其 顺序 ,就 是 个 元 素 的 -组合 
n 


(combination) ,其 组 合 个 数 记 为 C’ 或 县 Cn Ps 
x 


上 面 的 三 个 组 合 个 数 的 记号 都 是 标准 的 ,但 C; 和 | ”在 易 混 清 . 

为 了 方便 ,约定 淄 ? 时 ,CI 一 0; 同 时 约定 CS 三 1,C8 王 1. 由 于 一 个 一 组 合 可 以 得 到 
r! 个 -排列 ,根据 乘法 原理 有 下 述 结论 . 

【定理 8-3】 Ci a 

2. n 个 元 素 的 -可 重组 合 

如 果 从 个 不 同 的 元 素 中 ,可 重复 地 取 7 个 元 素 而 不 考虑 其 顺序 ,就 是 个 元 素 的 让 可 
重组 合 (combination with repetition) ,这 样 的 组 合 个 数 记 为 F; 或 F(n, 7). 

【定理 8-4】 二 C 1 一. 

证 (Euler 证 法 ) ”不妨 设 nn 个 不 同 元 素 分 别 为 1,2,…,n. 可 重复 选取 的 7 个 元 素 为 ci， 
C099; 可 设 0c 声 cs 志恒 过 ec. 记 d 王 cd 一 cs 十 1,…,d. 王 c, 十 (r 一 1) ,于 是 得 到 另外 一 
个 组 合 di ,ds，…,d,. 显然 f:c>d;,i 二 1,2,…,r 是 {ascs，…,c,} 构 成 集合 到 {di,d,,，…， 
d,} 构 成 集合 的 一 一 对 应 ,于 是 组 合 cl ,cz ,…',cr 的 个 数 与 组 合 d1,d，，…,d; 的 个 数 相 同 . 而 
组 合 di,d;,…,d, 是 在 1,2,… non 十 1,… on 十 (7 一 1) 这 十 7 一 1 个 不 同 的 元 素 的 ~- 组 合 ， 
其 个 数 为 Ci-1. 

说 明 一 一 对 应 是 组 合计 数 常用 的 解 题 技巧 之 一 . 

容易 证 明 ,n 个 元 素 的 一 可 重组 合 个 数 与 不 定 方程 区 十 zz 十 … 十 xz, 二 7 的 非 负 整数 解 
的 个 数 相同 . 利用 这 一 点 ,可 以 证 明 : 若 个 元 素 的 让 可 重组 合 中 每 个 元 素 至 少 出 现 一 次 ， 
则 ”之 7” 且 这 样 的 组 合 个 数 为 C5i 

【 例 8-1】 从 为 数 众多 的 一 元 币 、 五 元 币 \、 十 元 币 、 五 十 元 币 和 一 百 元 币 中 选取 6 张 出 
来 ,有 多 少 种 选取 方式 ? 
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解 ”根据 题 意 ,就 是 从 5 个 不 同 的 元 素 中 ,可 重复 地 取 6 个 元 素 而 不 考虑 其 顺序 的 6- 可 
重组 合 ,其 组 合 个 数 为 


FC Cs = Pi -10X9X8X7X6X5 
> i -人 6505D0L SU 


与 组 合 C; 有 关 的 恒等式 有 近 1000 个 ,下 面 是 常用 的 三 个 组 合 恒等式 ,可 采用 组 合 的 计 
算 公式 定理 8-3 加 以 证 明 , 也 可 以 根据 组 合 的 意义 进行 “组 合 证 明 ”. 

(1) 对 称 公式 C= 二 Cs 

(2) 基 法 公 趟 区 二 Cs 二 Ga， 


210. 


(3) 移 进 移出 公式 CI 一 二 Ci 


8.1.4 二 项 式 定理 


与 组 合 密切 相关 的 是 下 述 二 项 式 定理 . 
【定理 8-5】( 二 项 式 定理 ) 设 ”为 正 整 数 , 则 对 于 任意 zx 和 ,有 


证 因为 (x 十 y)" 一 (Cz 十)(z 十 )…(zTy) ,对 于 任意 r(0<<r<n) ,项 zx"y"" 就 是 在 
个 (xz 十) 中 都 取 芝 ,而 在 4 一 + 个 (x 十 y) 中 都 取 y, 作 乘积 得 到 的 . 于 是 zy" 的 系数 就 
是 上 述 选 法 的 个 数 , 即 个 元 素 的 广 组 合 数 C5;. 

正 因为 这 样 ,组 合 数 C; 又 称 为 二 项 式 系 数 . 根据 二 项 式 定理 ,有 


,和 DOr [ey Oh cy i 
=0 


2" = (1 二 + 1)" Sc: 人 于 人 
思考 “将 所 有 ) 个 元 素 的 六 排列 和 六 组合 列 举 出 来 的 方法 


习 题 8.1 


1. 将 A,B,C,D 这 4 个 人 分 成 两 个 组 .有 多 少 种 不 同 的 分 组 方法 ? 

2. 求 万 位 数字 不 是 9 和 8 且 各 位 数字 互 异 的 五 位 数 的 个 数 . 

3 由 个 不 同 元 素 Ai,As,…,A, 作成 的 Ai ,As 不 相 邻 的 全 排列 个 数 有 多 少 ? 

4. 5 男 5 女 圆桌 交替 就 座 的 方式 有 多 少 种 ? 

5. 在 平面 上 15 个 点 , 且 任意 3 个 点 都 不 在 同一 条 直线 上 ,通过 这 些 点 可 以 确定 多 少 条 
不 同 直线 ? 可 以 得 到 多 少 个 位 置 不 同 的 三 角形 ? 

时 征明 可 BC 上 CE 


7. 使 用 组 合 数 C; 二 一 一 中 证 明定 理 8-2. 


rh mr 
v S26 


8.2 生成 函数 


前 面 从 计数 的 加 法 原理 和 乘法 原理 出 发 ,介绍 了 排列 组 合 的 概念 以 及 一 些 计算 其 个 数 
的 公式 . 

生成 函数 (generating function) 又 称 为 母 函 数 , 它 是 解决 满足 一 定 要 求 的 排列 组 合计 数 
问题 的 一 种 重要 工具 ,也 是 求解 递归 关系 的 一 种 工具 . 

利用 生成 函数 解决 计数 问题 的 基本 思想 就 是 将 要 计算 的 个 数 a, 二 f(r) 转化 为 一 个 关 


于 z 的 函数 ,通过 对 z 或 三 的 系数 的 讨论 得 出 结论 (r=0,1, 2，…). 


S21 合计 数 生 成 函数 


【定义 8-1】 对 于 数列 ao,al,…,a,,"…, 其 组 合计 数 生成 函数 (ordinary generating 
function) 为 


CC) 一 ao 十 az 十 … 十 az 十 … 一 Sa 
在 高 等 数学 中 ,无 穷 多 个 函数 相 加 称 为 函数 项 级 数 . 由 于 》 la 中 的 每 个 函数 都 是 寡 


函数 ,所 以 Dy dr 称 为 震级 数 . 


Yn r=0 
设 个 元 素 的 -组 合 个 数 为 a,,r 二 0, 1, 2, … 显然 ,有 a 二 1C;， rn, 其 组 合计 数 
0， [od 


1+Ciz +Ciz? 二 十 Cx" 


(Loe 和 


于 是 ,a, 就 是 其 组 合计 数 生成 函数 > arzr 中 zz" 的 系数 且 


si 三 全 十 去 驳 下 二 5 人 二 三 人 十 之 雹 


r=0 


人 
实际 上 ,(1 十 (十 x)…(1 十 x) 中 第 i 个 (1 十 xz) 可 理解 为 nn 个 元 素 中 的 第 i 个 元 素 ,其 中 
的 “1” 表 示 在 组 合 中 不 取 第 i 个 元 素 ,“x” 表 示 在 组 合 中 选取 了 第 i 元 素 (i=1, 2,…, n). 
设 n 个 元 素 的 -可 重组 合 个 数 为 a,,r 二 0, 1, 2,…. 显然 ,有 a, 二 Ci4,_1, 特 别 地 oo 王 


1. 现 考虑 (1 十 x 十 二 十 …)(1 十 x 十 十 …)…(1 十 x 十 x? 十 …), 其 展开 式 中 x" 来 源 于 第 一 

个 括号 (1 十 zx 十 zx? 十 …) 中 的 xz" ,第 二 个 括号 (1 十 zx 十 Zz 十 …) 中 的 xz",…, 第 nn 个 括号 (1 十 

ZX 十 十 …) 中 的 x* 的 乘积 , 即 xY x 一 x 这 时 区 十 wzy 十 十 ,二 7 ,mi; 宇 0, i 二 1， 
“227 而 


2，…， 7 该 不 定 方程 的 非 负 整数 解 的 个 数 即 为 a, 二 C+,-1. 换 句 话说 ,有 


>) azr 一 (1 十 z 十 好 十 0)…(1 十 十 好 十 …) 一 (1 十 z 十 妇 十 … 
因此 ,上 式 右边 展开 式 中 x" 的 系数 就 是 a,. 


实际 上 ,(1 十 z 十 妇 十 ……)(1 十 z 十 妇 十 …)…(1 十 z 十 妇 十 中 的 第 z 个 (1 十 z 十 磁 十 ……) 
可 理解 为 n 个 元 素 中 的 第 i 个 元 素 , 其 中 的 “1” 表 示 在 组 合 中 不 取 第 i 个 元 素 ,“z? 表 示 在 组 
合 中 第 i 个 元 素 取 一 次 ,“x*” 表 示 在 组 合 中 第 i 个 元 素 取 了 2 次 , “zx” 表示 在 组 合 中 第 i 个 
元 素 取 了 3 次 ,…,(i==1, 2， n). 

上 述 思想 还 可 以 推广 ,例如 在 组 合计 数 生成 函数 中 出 现 乘积 项 (2! 十 zt) , 则 表示 对 应 的 
元 素 可 取 2 次 或 4 次 . 

同时 ,从 上 面 的 讨论 还 可 以 知道 ,所 有 的 生成 函数 是 一 个 “形式 竹 级 数 ”, 我 们 并 不 十 分 
关心 该 震级 数 的 收敛 域 . 

对 于 生成 函数 ,可 以 像 高 等 数学 中 函数 项 级 数 一 样 进行 加 、 减 、 乘 、 除 、 微 分 和 积分 等 运 
算 , 参 见 高 等 数学 相关 教材 . 研究 表明 ,高 等 数学 中 给 出 的 常见 函数 的 震级 数 展开 所 得 到 的 
有 关 结 论 ,在 形式 索 级 数 中 仍然 成 立 . 例如 下 面 是 3 个 常用 的 形式 短 级 数 如 下 (需要 记 住 ): 


(GD) 1 十 z+ 十 … 
和 


(Coil = ee DD 22 二 和 上 二，(72 为 


实数 ). 
(3) 里 一 1 十 xz 二 站 二 
下 面 通过 例子 说 明 如 何 利 用 组 合计 数 生成 函数 解决 一 般 的 组 合计 数 问题 . 
【 例 8-2】 一 口袋 中 有 5 个 红 球 ,3 个 黄 球 , 绿 、 白 、 黑 球 可 任意 多 提供 . 现 从 中 取 3 个 
球 , 有 多 少 种 选取 方式 ? 
解 ” 设 取 r 个 球 的 方法 有 a, 种 (r==0,1,2,…), 则 组 合计 数 生成 函数 
G(Xz) 一 ao 十 az 十 azz2 十 aszs 十 … 


人 站 关 寺 末 于 着 歼 于 交 人 十 二 站 2 下 二 十 交 2 直 风 这 
1 


二 (1 十 2z 十 3z? 十 4zx’ 十 4z4 十 4z5 十 az 十 2 十 2 人 


EC 
其 展开 式 中 x 的 系数 就 是 要 计算 的 选取 方式 a. 由 于 一 吝 G” (0) ,经 计算 知 G* (0) 一 210， 


所 以 as 一 35. 
在 上 例 中 ,因为 要 计算 的 是 取 3 个 球 的 方式 数 ,可 取 G(z) 二 (1 十 十 或 G(x)== 
i A he st 
【 例 8-3】〗】 现 有 2n 个 A,2n 个 B,2n 个 C, 求 从 它们 中 选 出 3n 个 字母 的 方式 数 . 
解 ” 设 取 > 个 字母 的 方法 有 au, 种 (r= 二 0,1,2,…), 则 组 合计 数 生成 函数 
G(Cz) 一 ao 十 ai 并 十 azz2 十 ass 十 … 


= 228“ 


(i ( 


= (= 
(1 — 920! | Bent — zmt3) (+ 2 sk a ; (2) zy:] 
(1 一 3za2nti 37tn+2 — 76nt3 ) 人 3 于 .到 2) zt ) 
t=0 
( 3z2ntl 十 37x12 一 zt3) Cina 
h=0 


于 是 ,上 式 中 zx” 的 系数 为 C+s 一 3C +1. 
8.2.2 排列 计数 生成 函数 
【定义 8-2】 对 于 数列 co ,al ,…','ar,…, 其 排列 计数 生成 函数 (exponential generating 


function ) 为 


2 i 有 
Be) 一 a mz os T+ to dr 


这 时 ,排列 个 数 a, 是 厨 的 系数 . 


可 以 证 明 下 述 定 理 . 

【定理 8-6】 设 Ali,A,,…,A 是 个 不 同 元 素 , 现 有 个 A; 元 素 (i==1,2,…,k,nm 十 
7 十 分 十 用 二 2 , 则 在 这 交 个 元 素 中 任 取 个 元 素 的 排列 个 数 为 a, ,其 排列 计数 生成 函数 为 
| ee | | 工 ” 


| as >1 上 二。 才 ar 1 上 


2 于 2 A 
| NR We EE EM 
(+z+ 厅 + 汪 + 熙 ] (1+z+ 夺 +… 二 区 ]… (1+z+ 夺 +…+ 芍 】 


实际 上 ,上 式 右边 的 第 ; Hi ei dh i 个 元 素 ,其 中 的 1 表 


ao 十 ai 


示 不 取 第 i 个 元 素 ,x 表示 第 i 个 元 素 取 了 一 次 用 来 排列 ,于 到 表示 第 i 个 元 素 取 了 两 次 用 来 


排列 ,… ,下 表示 第 i 个 元 素 取 了 ni 次 用 来 排列 ,当然 第 i 个 元 素 最 多 取 , 次 (i 一 1， 


2 
类 似 地 , 若 一 个 元 素 在 排列 中 至 少 取 2 次 ,至 多 取 5 次 , 则 在 排列 计数 生成 函数 中 应 出 


现 乘积 项 [ 匣 + 革 + 大 + 癌 】 利用 该 思想 可 以 解决 很 多 的 排列 计数 问题 
【 例 8-4】 用 0,1,2.,3,4 五 个 数字 , 求 可 组 成 六 位 数 的 个 数 , 其 中 0 恰 出 现 1 次 ,1 出现 
2 次 或 3 次 ,2 不 出 现 或 出 现 1 次 ,3 没有 限制 ,4 出 现 奇数 次 . 
解 ” 先 计算 不 出 现 0 的 满足 其 余 条 件 的 五 位 数 个 数 . 
设 不 出 现 0 的 满足 其 余 条 件 的 7 位 数 个 数 为 a,, 则 排列 计数 生成 函数 
E(z) a 
229。 


2 .3 
-于 + 二) “(er) 
人 这 
起 6 和 ]‘ 1 
( 1 |( C2) 1) 
4 6 12 ri! 


因此 ,zx 的 系数 为 


进而 于 的 系数 为 了 。51 一 140, 即 ws 一 140， 


由 于 在 满足 要 求 的 六 位 数 中 ,0 恰 出 现 一 次 ,而 由 所 求 出 的 每 个 五 位 数 可 得 到 5 个 不 同 
的 六 位 数 ,如 由 12134 可 得 到 121340,121034,121304,120134,102134, 故 满足 要 求 的 六 位 
数 有 140X5 王 700. 

【 例 8-5】 将 个 点 排 成 一 条 直线 ,用 红 、 白 、 黑 3 种 颜色 对 其 任意 涂 色 ,要 求 同 色 点 为 
偶数 (包括 0) ,有 多 少 种 涂 法 ? 

解 ” 这 是 一 个 排列 问题 , 设 排 成 一 行 的 7 个 点 满足 要 求 的 涂 法 有 a 种 ,r= 二 0,1,2,…， 
则 排列 计数 生成 函数 


= (+ 皆 + 和 看 +…]】， 
其 中 每 一 个 括号 代表 一 种 颜色 . 
EC) -( 竺 三 ) 


_ek 十 3er 十 3e* 十 es 
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Ws 
nl 


DD ++ Lt 


去 "一 击 " 让 "一 击 ，… 得 出 的 组 合计 数 生成 函数 和 排列 计数 


1. 分 别 写 出 由 数列 1, 一 1， 
生成 函数 . 

2. 现 有 黄 球 两 个 , 白 球 和 红 球 各 一 个 , 试 求 有 多 少 种 不 同 的 选 球 方式 ? 

3. 从 了 个 不 同 的 元 素 中 允许 重复 的 选取 > 个 元 素 , 要 求 每 个 元 素 出 现 偶数 次 有 多 少 种 
施 式 ? 

4. 有 6 个 数字 ,其 中 3 个 1,2 个 2,1 个 3, 求 能 组 成 四 位 数 的 个 数 . 

5. 有 nn 颗 人 造 钻石 排 成 一 行 , 今 用 红 、 黄 、 蓝 、 白 、 黑 对 其 涂 色 , 只 要 求 红 色 有 偶数 颗 , 有 

20 % 


多 少 种 涂 法 ? 
8.3 递归 关系 


还 有 一 些 计数 问题 可 以 归结 到 建立 和 求解 递归 关系 . 在 学 习 数 列 时 ,有 时 会 出 现 数列 
的 后 项 是 由 前 项 或 前 几 项 确定 的 ,这 实际 上 就 是 递归 关系 ,又 称 为 递 推 关系 “知道 他 的 过 
去 ,就 知道 他 的 现在 ;知道 他 的 过 去 和 现在 ,就 知道 他 的 将 来 ,体现 的 正 是 递归 思想 . 

利用 递归 关系 解决 计数 问题 是 很 重要 的 方法 之 一 ,在 其 他 数学 分 支 中 都 会 用 到 此 技巧 . 
就 计算 机 科学 来 说 ,大 多 数 算法 的 执行 都 表现 为 按 某 种 条 件 重复 地 执行 一 些 循环 ,而 这 些 循 
环 经 常 可 以 用 递归 关系 来 表达 . 因此 ,递归 关系 的 建立 和 求解 对 算法 分 析 至 关 重 要 . 

本 节 先 举例 说 明 如 何 建 立 递 归 关 系 ,再 给 出 常用 的 求解 递归 关系 的 方法 . 部 分 内 容 讨 
论 涉及 高 等 数学 中 震级 数 及 其 运算 等 有 关内 容 . 


8.3.1 递归 关系 的 概念 


我 们 已 经 知道 ,如 果 一 个 问题 可 以 归结 到 其 前 面 一 个 问题 或 前 面 一 些 问题 ,这 就 是 递归 
问题 ,递归 (recurrence) 又 称 为 递 推 . 

在 知道 a 二 1 时 ,对 于 任意 正 整 数 ,定义 a 二 na,_1, 这 实际 上 是 阶乘 函数 的 递归 定义 
或 者 说 借助 于 递归 给 出 集合 {a va,… sas,…}) 的 定义 ,a, 的 计算 归结 到 其 前 面 的 一 个 a 
的 计算 ,这 时 a 二 na,-1 就 是 一 个 递归 关系 ,或 称 为 递归 方程 ,或 递归 函数 ,其 中 ao 二 1 称 为 
初始 条 件 或 边界 条 件 . 为 了 讨论 递归 问题 ,必须 给 出 该 问题 的 初始 条 件 . 

给 定数 列 ao ,wa ,…,a,，… ,该 数列 中 除 有 限 项 以 外 的 任何 项 a, 与 其 前 面 一 项 或 前 面 一 
些 项 的 一 个 方程 称 为 递归 关系 (recurrence relation) , 它 表 示 w 与 其 前 面 一 项 或 前 面 一 些 项 
的 一 种 关系 . 为 了 求解 该 递归 关系 ,所 给 出 的 一 些 条 件 称 为 初始 条 件 (initial condition). 

对 于 数列 oo ,wm ,… ,a,，… ,需要 一 定 的 技巧 才能 得 出 其 递归 关系 ,要 知道 a, 是 的 一 
个 解析 表达 式 /(n) 有 时 也 是 比较 困难 的 , 它 通常 由 其 初始 条 件 和 递归 关系 来 确定 . 我 们 现 
在 感 兴趣 的 是 得 出 a, 是 n 的 解析 表达 式 , 虽 然 一 般 情 况 下 很 难 办 到 这 一 点 . 

下 面 是 根据 具体 问题 建立 递归 关系 的 两 个 例子 . 

【 例 8-6】〔 汉 诺 塔 ,Hanoi tower) 在 古 印度 的 一 座 神 庙 里 ,有 3 个 铜 铸 的 基 座 ,上 面 各 
安置 一 根 宝石 针 , 在 一 根 宝石 针 上 由 大 到 小 套 了 64 个 金 盘 . 焚 王 命令 他 的 僧侣 ,通过 其 余 
两 根 宝 石 针 ,把 这 64 个 金 盘 移 到 另外 一 根 宝石 针 上 ( 见 图 8-3). 移动 的 规则 如 下 : 


本 B C 


(1) 一 次 只 能 移动 一 个 金 盘 ; 
(2) 金 盘 只 能 在 3 根 宝石 针 上 存放 ; 


(3) 不 允许 将 大 金 盘 放 在 小 金 盘 上 . 

假设 n 是 金 盘 的 数目 (如 二 64) ,和 是 按 规则 需要 移动 的 次 数 , 求 F, 的 初始 条 件 以 及 
递归 关系 . 

解 ”显然 ,初始 条 件 为 hh 二 1. 

当 有 了 个 金 盘 时 ,可 以 先 将 宝石 针 A 最 上 面 的 2 一 1 个 金 盘 按 规 则 移动 另外 一 根 宝石 
针 上 ,可 设 为 也 ,需要 移动 六-: 次 . 再 将 A 上 最 大 的 金 盘 移 动 到 C ,移动 一 次 . 最 后 将 宝石 针 
B 上 的 一 1 个 金 盘 按 规则 移动 到 C, 又 需要 移动 六 ~: 次. 

根据 加 法 原理 ,有 递归 关系 

ha = hi 

【 例 8-7】 ( 裴 波 那 契 数列 ,Fibonacci sequence) 在 1202 年 意大利 数学 家 Fibonacci 研 
究 过 兔子 的 繁殖 问题 :年初 有 一 对 小 免 , 雌 雄 各 一 . 小 免 第 一 个 月 长 大 ,第 二 个 月 又 繁殖 出 
一 对 雌雄 各 一 的 兔子 . 以 后 ,成熟 的 大 兔 每 月 都 繁殖 出 一 对 雌雄 各 一 的 兔子 ,而 新 的 每 对 小 
兔 以 同样 规律 长 大 、 繁 殖 . 假定 兔子 都 不 死 . 假设 第 个 月 兔子 有 下 , 对 , 求 F, 的 初始 条 件 


以 及 递归 关系 . 
解 显然 ,初始 条 件 为 Fl 一 1,F, 一 1. 
;显然 ,F, 一 第 个 月 大 兔子 的 对 数 十 第 个 


” 月 小 兔子 的 对 数 ,而 第 nn 个 月 大 兔子 的 对 数 二 第 
n 一 1 个 月 兔子 的 对 数 F,-1 ,第 nn 个 月 小 兔子 的 对 
数 二 第 n 一 1 大 兔子 的 对 数 = 第 n 一 2 兔子 的 对 数 


-2， 见 图 8-4, 其 中 实心 点 表示 大 兔子 对 ,空心 


点 表示 小 兔子 对 . 
图 8-4 根据 加 法 原理 ,有 递归 关系 
F, = Fit Fs. 
于 是 ,Fibonacci 数列 的 前 12 项 为 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144. 
8.3.2 常用 的 递归 关系 求解 方法 
1. 递归 法 


递归 法 又 称 为 递 推 法 ,是 将 对 数列 第 nn 项 a, 的 计算 转化 为 对 其 前 面 的 一 个 项 或 一 些 项 
的 计算 ,直到 最 后 归结 到 初始 条 件 . 
【 例 8-8】 在 如 二 1 时 ,求解 递归 关系 有, 二 2h,-i 十 1. 
解 h, 二 2h,_ 1 十 1 二 2(2h,_s 十 1) 十 1 
三 22 十 2 十 1 二 2? (2h,_s 十 1) 十 2 十 1 
一 231，3 十 22 十 2 十 1 


一 2 让 十 2 十 … 十 2 十 2 十 1 


三 2 一 im 
另 解 ” 由 于 思 ==1 且 hh, 二 2h,_ i 十 1, 于 是 hs 二 2 有 十 1 二 3 二 2? 一 1. 进而 有 hs 二 2hs 十 1 二 
7 二 23 一 1. 这 样 一 直 继续 下 去 ,很 容易 得 出 ,二 2 一 1. 


和 


上 面 的 求解 过 程 称 为 迭代 法 (iteration method) , 它 与 递归 法 是 不 同 的 ,特别 是 在 编写 
程序 时 数据 结构 设置 方式 是 不 同 的 . 


当 亲 7 


一 64 时 ,hes 二 2% 一 1 二 18 446 744 073 709 551 615. 若 移动 一 次 只 需 用 1s, 约 需 


5845 亿 年 . 即使 算法 已 经 设计 好 了 ,让 计算 机 把 所 有 人 金 盘 的 移动 方式 打印 出 来 ,也 是 很 困 


难 的 . 由 


此 可 见 , 若 一 个 算法 的 复杂 度 呈 指数 增长 , 那 是 相当 可 怕 的 . 


2. 生成 函数 法 
首先 根据 所 给 数列 构造 其 生成 函数 ;再 利用 递归 关系 以 及 已 知 函数 的 形式 短 级 数 求 出 


该 生成 函数 ;最 后 想 办 法 得 出 生成 函数 中 zx” 或 3 的 系数 即 为 所 求 Cn: 


【 例 8-9】 在 初始 条 件 a 一 1,4 二 1 下 ,求解 递归 关系 a 二 oo 
k=1 


解 


由 数列 wm ,as ,… ,a,，… ,构造 组 合计 数 生成 函数 
G(z) 一 az 十 as 好 十 … 十 anz 十 … 


sl 
G(x) 一 az 十 (aias 十 azal)z3 十 … 十 ( yank 后" 二 这 


k=l 


一 Z2 十 aszs 十 … 十 az 十"… 一 aaa 一 GO) 一 Zr 


n=2 


由 此 可 得 G1 (x) 一 二 二 二 于 . 因为 G00)==0, 合 去 Gi(z), 所 以 


Gt 


一 /于 一 4 大 


2 


利用 函数 (1 十 zx)” 的 形式 客 级 数 展开 公式 ,有 


3 _ To-1 
i 


2n—1 
ff 


因而 VI 一 4 一 1 一 》) 2C8hx" ,进而 G(x) 一 >) C8bzx", 故 a 一 C8 ( 称 为 
n=1 n=1 


Catalan 数 ). 
【 例 8-10】 在 初始 条 件 Do 二 1 下 ,求解 递归 关系 D, 二 nD,-i 十 (一 1)"(n 宇 1). 


解 


由 数列 Do ,Di ，,…,D, ,… ,构造 排列 计数 生成 函数 


2 nA 
E(z) = Dst+Diz+Ds + +D, +. 
. n, 


因为 D, = 二 nD,_i 十 (一 1)*(n 宇 1) ,于 是 


进而 ,有 


所 以 ,有 


0 


2 n 
ek 


» 233 。 


i 2 3 n 
E(xz) 一 -了 1 一 z 十 基 一 二 十 交 十 (一 D7 瑟 十 GTz 十 委 十 妇 二 和)， 
1—z 21 31 nl 


因而 ,E(x) 中 x" 的 系数 为 1 一 1 十 十 一 机 十 … 十 (一 D)" 证 . 因为 D, 为 蕊 的 系数 ,所 以 


2t 31 
1 1 wd 
D, = @ 于 21 pT 1) 二 jz 


3. 特征 方程 法 

对 于 常 系数 线性 递归 关系 ,可 以 考虑 用 特征 方程 法 求解 . 分 两 种 情况 进行 讨论 . 

(1) 常 系数 线性 齐 次 递归 关系 

设 & 为 正 整 数 ,在 初始 条 件 co ,al,…,as-1 下 ,递归 关系 

如 一 Cai 十 co 十 沪 十 6 (2 之) Cy 
称 为 k 阶 常 系数 线性 齐 次 递归 关系 (linear homogeneous recurrence relation of order k with 
constant coefficient) ,其 中 cj ,cs,… ,ci 为 常数 且 ci 关 0. 

对 于 阶 常 系数 线性 齐 次 递归 关系 ,第 nn 项 a, 仅 与 其 前 面 A 项 a,-1,a,-s，…,as-4 有 
关 ; 系 数 ci ,co，… ,ch 为 常数 ;关于 as-1,aw-2，…,an-4 是 线性 的 , 即 不 出 现 421 ,an-i1an-:， 
Van-1 等 ;同时 右边 不 是 aas 十 ca 十 … 十 ca 十 Fo 形式, 而 关于 7 的 函数 f(7) 关 0. 

递归 关系 F, 二 Fi 十 FF-: 是 二 阶 常 系数 线性 齐 次 递归 关系 ,而 a, 二 3a?-1 十 a,-: 非 线 
性 ,a, 二 2a,_i 十 3 非 齐 次 ,a 二 as_i 十 (n 一 1)a,_: 非 常 系数 . 

k 阶 常 系数 线性 齐 次 递归 关系 a = casi 十 czas-s 十 … 十 cras-i 的 特征 方程 
(characteristic equation) 定 义 为 

人 一 (2) 

就 递归 关系 本 身 而 言 ,满足 它 的 任意 一 个 数列 称 为 其 特 解 (special solution) , 特 解 一 般 
比较 多 . 递归 关系 一 般 解 所 具有 的 形式 就 是 其 通 解 (general solution). 

由 于 c 关 0, 其 任意 一 个 根 4 均 非 0. 显 然 ,a 二’ 是 a 二 ciasi 十 Czar-z 十 … 十 can- 的 
特 解 , 即 入 三 aX 十 coX 十 … 十 A"“* 当 上 且 仅 当 关 二 a 十 ceX 十 十 4s 即 入 一 XA 
ca ?ei =0. 

【定理 8-7】 若 递归 关系 a 二 ca i 十 Czas 十 … 十 cxas_r(n 宇 k) 的 特征 方程 入 一 cA*-1 一 
ca 一 … 一 cx 一 0 有 上 个 不 同 的 根 A1 Xs，… ,A4, 则 其 通 解 为 ws 一 Ci 十 Ca 十 … 十 CA 
给 定 初始 条 件 co ,ai,… ,ax-1 可 唯一 确定 出 其 中 的 待定 常数 Ci ,Cs ,…,Ck. 

【 例 8-11】 在 初始 条 件 FF ==1,F,= 二 1 下 .求解 递归 关系 F,==F,_i 十 F,_s(n 宇 3). 

解 ”递归 关系 ,二 Fi 十 F,-, 的 特征 方程 为 一 4 一 1 二 0, 其 根 为 


_ 1 十 V5 _1—V5 
PE 2 


A Az 


， 


根据 定理 8-7, 有 ,一 C1 区] +C: 人 23 各] 由 于 一 1,F, 一 1, 代 入 得 


- 直 99。- 才 天 


所 以 


【定理 8-8】 若 递归 关系 4 二 cwi 十 czaw-z 十 … 十 Cran-r《(n 之 &) 的 特征 方程 入 一 cA! 
一 caA* 一 … 一 C4 二 0 有 zt 个 不 同 的 根 A1 ,X42 ,…,N, ,其 重 数 分 别 为 7 ,ro，… ,ri《ni 十 rz 十 … 十 
ri 二 上 k), 则 其 解 为 i ai(n)=(Cyt+CyntetC, nn" !) 


A 


,t. 给 定 初始 条 件 co ,aa ,… 


,ax-1 可 唯一 确定 出 其 中 的 所 有 待定 常数 . 


实际 上 ,定理 8-8 推广 了 定理 8-7. 
【 例 8-12】 在 初始 条 件 =1,a 一 2,a 一 7 下 ,求解 递归 关系 
如 三 5 一 7C 十 3 (n> 3). 
解 递归 关系 a, 二 54,-1 一 7 a,-s 十 3 oa-s 的 特征 方程 为 驻 一 5 十 71 一 3 一 0, 其 根 为 
一 1( 二 重 根 ), ?一 3, 于 是 
iu = (Gi 二 Cen)1l" 十 Cs3"” 一 Ci 二 Cnt C3". 
始 条 件 a 二 1,ai 二 2,as 二 7 代入 ,得 


将 初 


a = Ci 十 0C: 十 C:3" = Ci 十 C: =1, 
ar =G 1064+G3 = 4G +3 = 2, 
az 一 Ci 十 2C: 十 C:3: = Ci 十 2C: 十 9C: = 7， 


于 是 C:=0,C: 王 一 1,C: 王 1, 进 而 
cn 一 3" 一 71。 
(2) 某 些 常 系数 线性 非 齐 次 递归 关系 
设 & 为 正 整 数 , 在 初始 条 件 co ,al，,…,a-1 下 ,递归 关系 


站 Ca Tati (n=) 《3 


称 为 k 阶 常 系数 线性 非 齐 次 递归 关系 (linear non-homogeneous recurrence relation of order 
:ct 为 常数 ,cx 天 0, 非 齐 次 项 f(n) 是 关于 nn 的 函 


Un 


k with constant coefficient) ,其 中 cu,cs ， 
数 且 f(n) 取 0. 

对 于 一 般 的 非 齐 次 项 f(n) 没 有 统一 的 求解 方法 . 一 般 情 况 下 有 下 述 定理 ,但 人 们 仍 希 
望 能 直接 求解 或 想 办 法 转化 成 常 系数 线性 齐 次 递归 关系 求解 . 


【定理 8-9】 若 &A 阶 常 系数 线性 非 齐 次 递归 关系 a, 二 cas-i 十 czas-s 十"…* 十 Crank 二 
fln)(n 宇 k) 有 特 解 b,, 且 对 应 的 k 阶 常 系数 线性 齐 次 递归 关系 4 二 ciaw-i 十 czas-s 十 …+1 
crawn-4 的 通 解 为 B,, 则 a 二 ciasi 十 Czas-2 十 十 Cian-4 十 fn) 的 通 解 为 a 二 B, 十 6,. 给 定 

始 条 件 co ,ae ,… ,axr-1 可 唯一 确定 出 其 中 的 所 有 待定 常数 

【 例 8-13】 在 初始 条 件 a 二 2 下 ,求解 递归 关系 

d= 

解 因为 za 三 如 -十 3 所 以 ca 三 和 十 3 as 二 ns 十 3 ?5 as= 二 1 十 3 ,将 
这 些 等 式 左 右 两 边 分 别 相 加 并 整理 得 

a 一 aa 十 3 十 3 十 … 十 3"， 
于 是 
ww 一 2 十 号 (3 一 1 
【 例 8-14】 求 a,== 二 十 2 十 … 十 (n 一 1)? 十 nz. 
解 ”根据 题 意 ,有 as-i1 王 二 十 2 十 … 十 (n 一 1)?, 于 是 w 一 ao- 十 到 ,这 是 一 个 一 阶 常 系 


数 线性 非 齐 次 递归 关系 . 由 于 w, 王 02 十 1 十 22 十 … 十 (zz 一 1)2 十 22 ,因此 ,ao 一 0,ai 一 1,a? 一 
55,4s 一 14. 
由 于 ww 一 w_i 十 好 ,进而 ai 一 ao :十 (2 一 1)2, 相 减 并 整理 得 
ds = ara — ds 1 
由 此 可 得 a,-1 二 24,-s 一 4a,-3 十 2(n 一 1) 一 1, 再 相 减 并 整理 得 
Qn 一 3a 一 3a 一 0 十 2. 
因而 4,1 二 34,-s 一 34s-s 一 Qs-4 十 2, 再 相 减 并 整理 得 
an = 4an-i — 6a,-z 十 4c. -3 十 ca， 
这 是 一 个 四 阶 常 系数 线性 齐 次 递归 关系 ,其 特征 方程 为 驴 一 4 十 6 一 委 十 1 二 0, 其 根 
为 4 二 1( 四 重 根 ) ,于 是 
dn 二 (Gi 十 Can 二 Can 十 Cam)1” = 二 Ci 十 Con 十 Can 十 Cm. 
将 初始 条 件 ao = 二 0,a1 = 二 1,as = 二 5,as = 二 14 代入 ,得 
C=0 
Ct+C+t+CGC=1 
2Cs 十 4Cs 十 8C4 一 5 
3Cz 二 9Cs 十 27C, = 14 


于 是 C=0,C; 


os 一 站 十 去 噬 十 二 四 二 省 nn 十 DC2n 十 1)， 
4. 其 他 方法 
【 例 8-15】 在 初始 条 件 /(1) = 二 1 下 ,求解 递归 关系 f(n) 27( 志 】 | 
2 ,k 为 正 整 数 . 
解 令 g(k)==f(2*)==f(n), 于 是 原 递归 关系 变 为 


g(k) 一 2g5( 一 1) 十 2 一 1 
0) = . 


2 1, 其 中 7 


利用 递归 法 ,有 


g(k) 一 2[L2g(R 一 2) 十 2 和 一 1 十 2 和 一 1 
22g(R 一 2) 十 2X24: 一 2 一 1 
23g(E 一 3) 十 3X241 一 22 一 2 一 1 


和 -和 
一 24g(0) +k2"1 — 22 
i=0 
==2: 十 k2*!1 一 (2: 一 1) 
一 A2 生 十 1 
一 二 min 7 十 1， 
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此 ,有 GD 一 到 mn nn 十 1, 其 中 二 2+ ,为 正 整 数 . 


习 题 8.3 


1. 某 人 举 步 上 楼 梯 ,每 步 跨 1 个 台阶 或 2 个 台阶 , 设 上 个 台阶 的 不 同方 式 数 为 a，. 
求 出 关于 w 的 初始 条 件 以 及 递归 关系 . 

2. 设 有 7) 个 数 A,,A, ,… ,A, 连 乘积 A1A1…A, ,其 不 同 的 结合 方式 用 a, 表示 , 求 出 关 
于 a 的 初始 条 件 以 及 递归 关系 . 

3. 有 nn 根 火 柴 ,甲乙 二 人 轮流 来 取 , 每 次 仅 能 取 1 根 或 2 根 . 若 甲 先 取 , 最 后 还 由 甲 取 
光 的 方案 数 为 ww。 求 出 关于 a, 的 初始 条 件 以 及 递归 关系 . 

4. 用 递归 法 求解 递归 关系 ao 二 0,a, 二 nas-i1 十 n! (7 之 1). 

5. 用 递归 法 求解 递归 关系 ao 二 2,a? 二 2a?- Na 


二 qs-1 十 2(n 一 
6 利用 生成 画 数 求解 递归 关系 人 ， 


7. 在 初始 条 件 wo=1,w = 二 1 下 ， 素 刀 遂 旧 关 洒 
CaO— a = Cm O— Sa + 206. 
8. 在 初始 条 件 ao 二 0,ai 二 2,as 二 10 下 ,求解 递归 关系 w 二 64,-1 一 11as-z 十 6an-s 
(7 之 3). 
9. 在 初始 条 件 wo=1,w = 二 0,as 二 1,a3 二 2 下 ,求解 递归 关系 


i Wy ss A 
10. 在 初始 条 件 a 二 1,ai 二 2 下 ,求解 递归 关系 
一 7a，; 一 10a 十 4722 (n> 2). 


11. 使 用 定理 8-9， 人 条件 wo 三 1,a: 一 2 下 ,求解 递归 关系 
an 一 7a，i 一 12a。 十 2” (2 之 2). 


12. 在 初始 条 件 F(1)=c 下 ,求解 递归 关系 7GD=21( 和 + 其 中 为 常数 且 二 
2* ,为 正 整 数 . 


本 章 小 结 


1. 计数 原理 排列 组 合 与 二 项 式 定 理 
理解 加 法 原理 和 乘法 原理 , 要 清楚 何 时 相 加 、 何 时 相 乘 . 记 住 下 列 几 种 情形 的 计数 
2 个 元 素 的 一 排列 个 数 

a n(n—1)…(n 一 rr 十 1) 


nn 个 元 素 的 +- 圆 排列 个 数 
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nn 个 元 素 的 r- 可 重 排 列 个 数 
WU 
设 A={n* Aiynzs。 Az ssn。 Ai) ma 十 2 十 … 十 办 一 2， 这 和 个 元 素 的 全 排列 个 
数 为 


nl 
mlnzleeenl!” 


nn 个 元 素 的 -组 合 个 数 


一 0 1 
Cr Ee 一 一 二村 nl 


a ry (nO—F Yr 


7 个 元 素 的 一 可 重组 合 个 数 


2. 生成 函数 
(1) 对 于 数列 wo ,qi，,…,a,,… ,其 组 合计 数 生成 函数 


G(Xz) 一 ao 十 az 十 … 十 az 十 … 一 Da 


掌握 利用 组 合计 数 生成 函数 解决 一 般 的 组 合计 数 问题 的 思想 . 
(2) 对 于 数列 wa ,… ,as,…, 其 排列 计数 生成 函数 为 


E(x) 一 ao 十 az 十 as 2 FF 二 ar 三 十 b> ww 五 ， 


ml 


排列 个 数 a, 是 蕊 的 系数 . 


定理 设 Al,As,…,A, 是 个 不 同 元 素 , 现 有 ni 个 A; 元 素 (i 二 1,2,… ,km 十 nz 十 … 
十 ax 二 7) ,在 这 个 元 素 中 任 取 r 个 元 素 的 排列 个 数 为 a,, 则 其 排列 计数 生成 函数 为 
ao 十 air 十 az = el Ce 本 


i Xn 和 2 i 
(ie i+ “+ 下](+z+ 厅 + + 区 )…(1+z+ 要 


掌握 利用 排列 计数 生成 函数 解决 一 般 的 排列 计数 问题 的 思想 . 

3. 递归 关系 

熟悉 递归 关系 的 建立 . 

掌握 常用 的 求解 递归 关系 的 方法 :递归 法 .生成 函数 法 .特征 方程 法 和 其 他 方法 . 

& 阶 常 系数 线 性 齐 次 递归 关系 a4, 二 cias-i 十 czas-z 十 … 十 cxas-4 的 特征 方程 为 

久 一 ci 一 cohc2 oC 0. 

主要 定理 ” 若 递归 关系 4 二 ai 十 czas 十 … 十 as-4(n 之 k) 的 特征 方程 洲 一 oA 一 
CaA* 习 一 … 一 Cc; 二 0 有 tt 个 不 同 的 根 入 ,Xs，,…,, 其 重 数 分 别 为 yrs sp… rni 十 5s 十 … 十 xz, 二 
k), 则 其 解 为 a 二 a1 《70) 十 az (7) 十 … 十 as(n), 其 中 Qi(n)=(CustCamt t+ Cn ! )A? ,i= 
1,2,…,t. 给 定 初始 条 件 ao ,al ,… ,ar-1 可 唯一 确定 出 其 中 的 所 有 待定 常数 . 
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符 号 含义 符 号 含 义 
Vy 全 集 zxRy 工 与 y 有 关系 RR 
zEA 工 属于 A 二 模 & 同 余 关系 
EA 工 不 属于 A domR 关系 R 的 定义 域 

集合 A 的 基数 ;有 限 集合 
IA| 的 元 素 个 数 ranR 关系 RR 的 值 域 
Lo 在 集合 运算 中 表示 空 集 GR 关系 图 
AEB A 是 B 的 子 集 Mk 关系 矩阵 
A=B 集合 相等 RUS 关系 尺 与 S 的 并 
ACB A 是 B 的 真子 集 Rns 关系 尺 与 S 的 交 
人 X 的 客 集 R—S 关系 尺 与 S 的 差 
(ZsT2 3° Ta) 元 组 R 关系 尺 的 补 
A1XArX…XA， | 笛 卡 儿 积 RS 站 
f:A—>B 映射 ,函数 入 道 关 系 
domf 定义 域 R°S 复合 关系 
ranf 值 域 a 关系 的 宪 运 算 
及 | RR 在 B 上 的 限制 
A.) X 在 映射 上 下 的 像 r(R) 自 反 闭 包 
Wy Y 在 映射 /下 的 原 像 s(R) 对 称 闭 包 
Ea 道 映射 , 道 函 数 , 反 函 数 t(R) 传递 闭 包 
g°f 映射 上 和 sg 的 复合 [zje 等 价 类 
A 上 的 恒 等 映 射 ,A 上 的 恒 
Ia 等 关系 A/R 商 集 
AUB 集合 A 与 B 的 并 I 上 确 界 
sup(S) 

ANB 集合 A 与 B 的 交 glb(S) 或 inf(S) 下 确 界 
A 集合 A 的 补 集 车 真 
让 = 溃 集合 A 与 B 的 差 0,.F 假 
Ad A 与 B 的 对 称 差 ,A 与 B| 、， 诽 


的 环 和 
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符 号 含 六 符 号 含 区 
A~B A 和 B 对 等 phAg 合 取 
IAl<IB| Oe A 析 取 
IAI<1BI A 的 基数 小 于 B 的 基数 pPa 异 或 
R 关系 站 蕴涵 
好 在 关系 运算 中 表示 空 关 系 | pg 等 价 
AXB A 到 B 的 全 关系 phta 与 非 
pla 或 非 6- (G) 最 小 入 度 
pq 条 件 否 定 G[W] 由 WW 导出 的 子 图 
A=B 逻辑 等 值 G—W G[V—wW] 
A* 对 偶 式 GL[LF] 由 下 导出 的 子 图 
印 ,Hs，…,H, 之 C | 有 效 推理 形式 G—F eh 
US 全 称 量词 消去 规则 G+U 增加 新 边 U 
UG 全 称 量词 产生 规则 GUG: 图 的 并 
ES 存在 量词 消去 规则 GNG: 图 的 交 
EG 存在 量词 产生 规则 Gi—G: 图 的 差 
ASB 同 构 G1PG:; 图 的 对 称 差 ( 环 和 ) 
S, n 次 对 称 群 GG; 图 同 构 
H<G 于 群 d(u,v) 距离 
aH 左 陪 集 diam(G) 直径 
Ha 右 陪 集 w(G) 连通 分 支 数 
NAG 正规 子 群 kCG) 点 连通 度 
G/N 商 群 A(G) 边 连 通 度 
Kerp 核 A(G) 邻接 矩阵 
GF(gq) 有 限 域 P(G) 可 达 和 矩阵 
Cis 偏 序 格 M(G) 关联 矩阵 
zy 求 上 确 界 G” 对 偶 图 
roy 求 下 确 界 X(CG) 节点 着 色 数 
人 代数 格 本 完全 二 部 图 
CB 布尔 格 mln mm 整除 nn 
(B, 十 ,。 ,一 ,)0,1 | 布尔 代数 瑚 或 PCz， 7) 寻 个 元 素 的 一 排列 
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续 表 


符 号 含 汉 符 号 含 多 
G=(0W) 图 Cs 或 ("| 或 Co 中 | 个 元 素 的 + 组 合 
uv 无 向 边 Ds nn 的 所 有 正 因数 组 成 的 集合 
(us ,uv> 有 向 边 [z1 天 花 板 函数 
[2 在 图 论 中 表示 空 图 Ea 地 板 函 数 , 取 整 函数 
本 完全 无 向 图 x(mod m) 模 运算 
G 补 图 gcd(m,n) 最 大 公 因 数 
deg(v) 度数 lem(m.n) 最 小 公 售 数 
od(v) 出 度 9 CD) 欧 拉 函数 
i 入 度 a yy hb 2, … ,，m 一 1 组 成 的 
A(G) 最 大 度 = 模 m 同 余 关 系 
6(G) 最 小 度 昌 户 或 @P(n, r) | 22 个 元 素 的 王 圆 排 列 
A+(G) 最 大 出 度 叫 或 Un, 7) nn 个 元 素 的 记 可 重 排列 
61 (G) 最 小 出 度 所 或 Fln. 7) nn 个 元 素 的 记 可 重组 合 
A-(G) 最 大 入 度 
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附录 B 


中 英文 名 词 索引 


中 文 英文 中 文 英文 
集合 Set 恒 等 映 射 identity function 
元 素 element 运算 operation 
全 集 universal set 封闭 运算 ， closed operation, 
因数 divisor 代数 运算 algebraic operation 
整除 divide 商 quotient 
素数 prime 余数 remainder 
合 数 composite number 密 文 ciphertext 
递归 , 递 推 recurrence 密 钥 key 
计数 counting 散 列 函 数 或 哈 希 ”Hash function 
加 法 原理 addition principle 函数 
乘法 原理 mnultiplication principle 公 因 数 common divisor 
排列 permutation 最 大 公 因 数 greatest common divisor 
组 合 combination 公 售 数 common multiple 
模糊 集合 fuzzy set 最 小 公 倍数 least common multiple 
空 集 empty set 互 素 coprime 
子 集 Subset 欧 拉 函数 Euler function 
真子 集 proper subset 对 合 性 involutive property 
nn 元 组 ordered n-tuple 竺 等 元 idempotent element 
笛 卡 儿 积 Cartesian product 和 罕 等 性 idempotent property 
映射 mapping 交换 性 commutative property 
函数 function 结合 Associative property 
变换 transformation 单位 元 素 或 么 元 素 identity element 
天 花 板 函 数 ceiling function 零 元 素 zero element 
地 板 函 数 floor function 逆 元 素 invertible element 
定义 域 domain 消去 性 cancellation property 
值 域 range 分 配 性 distributive property 
像 image 吸收 性 absorptive property 
原 像 inverse image 德 摩根 律 De Morgan law 
单 射 injection, one-to-one 并 union 
满 射 surjection, onto 交 intersection 
双 射 bijection ,one-torone 补 complement 
correspondence 差 subtraction 
置换 permutation 对 称 差 , 环 和 symmetric difference, 
道 函 数 , 道 映射 。 invertible function ring sum 
反 函 数 第 一 数学 归纳 法 first mathematical induction 
合 函 数 composition function 第 二 数学 归纳 法 second mathematical induction 
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可 列 集合 
不 可 列 集合 
n 元 关系 
关系 的 定义 域 
关系 的 值 域 
关系 图 
关系 矩阵 
逆 关 系 
复合 关系 
关系 的 寡 运 算 
关系 的 限制 
自 反 性 

反 自 反 性 
对 称 性 
反对 称 性 
传递 性 

自 反 闭 包 
对 称 闭 包 
传递 闭 包 
等 价 关系 
等 价 类 
商 集 

相 容 关系 
相 容 类 
极 大 相 容 类 
偏 序 
偏 序 集 
线性 序 ,全 序 
汉 斯 图 

链 

最 大 元 
最 小 元 


inclusion-exclusion 
principle 

partition 

block 

covering 

rough set 
equivalent to 
infinite set 

finite set 
cardinality, cardinal 
number 

countable set 
uncountable set 
n-ary relation 
domain of relation 
range of relation 
graph of relation 
matrix of relation 
ionverse 
composition 

power of relation 
restriction of relation 
reflexive 
irreflexive 
symmetric 
antisymmetric 
transitive 

reflexive closure 
symmetric closure 
transitive closure 
equivalent relation 
equivalent class 
quotient set 
compatible relation 
compatible class 
maximal compatible class 
partial order 

poset 

linear order, total order 
Hasse digram 
chain 

greatest element 


least element 


极 大 元 
极 小 元 
上 界 
下 界 

上 确 界 
下 确 界 
命题 
真 值 
原子 命题 
复合 命题 
逻辑 常量 
命题 变 元 ,逻辑 变量 


逻辑 联结 词 
否定 

合 取 

析 取 

异 或 

蕴涵 

前 件 

后 件 

等 价 

命题 公 3 

真 值 指派 ,解释 
真 值 表 

永 真 式 或 重 言 式 
永 假 式 或 矛盾 式 
可 满足 式 


逻辑 等 值 

对 偶 式 

析 取 范式 
合 取 范 式 

最 小 项 
主 析 取 范式 
最 大 项 
主 合 取 范式 
功能 完备 联结 词 集 
推理 形式 有 效 
前 提 


结论 


个 体 


maximal element 
minimal element 

upper bound 

lower bound 

least upper bound 
greatest lower bound 
proposition, statement 
truth 

atom 

compound statement 
logical constant 
proposition variable, 
logical variable 

logical connectives 
negation, not 
conjunction, and 
disjunction, or 
exclusive or, XOR 
implication, if**then 
antecedent 

consequent 
equivalence,if and only if 
proposition formula 
assignment,interpretation 
truth table 

tautology 

contradiction 
satisfactable 

formula 

logically equal 

dual formula 
disjunctive normal form 
conjunctive normal form 
minimal term 

major disjunctive form 
maximal term 

major conjunctive form 
complete group of connectives 
valid argument form 
antecedent, premise, 
hypothesis 

conclusion 


individual 
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个 体 域 

谓词 

存在 量词 
作用 域 或 辖 域 
约束 变 元 

自由 变 元 

函 词 

谓词 公式 

永 真 式 或 有 效 式 
前 束 范式 

全 称 量 词 消去 规则 


全 称 量 词 产 生 规则 


存在 量词 消去 规则 


存在 量词 产生 规则 


代数 结构 
半 群 

独 异 点 
子 代数 
同 态 
同 构 

群 

有 限 群 
无 限 群 
对 称 群 
置换 群 
交换 群 , 阿 贝 尔 群 


元 素 的 阶 
循环 群 
生成 元 


domain of individuals 
predicate 

existential quantifier 
scope, domain of variables 
bound variable 

free variable 
function 

predicate formula 
valid 

prenex normal form 
universal quantifier 
specification 
universal quantifier 
generalization 
existential quantifier 
specification 
existential quantifier 
generalization 
algebra structure 
semigroup 

monoid 

subalgebra 
homomorphism 
isomorphism 

group 

finite group 

infinite group 
symmetric group 


permutation group 


commutative group, Abelian 


group 

element order 
cyclic group 
generator 
subgroup 

left coset 

right coset 
normal subgroup 
quotient group 
congruence relation 
kernel 

ring 


integral domain 


子 环 

理想 

域 

域 的 特征 
有 限 域 ,Galois 域 
偏 序 格 
子 格 

分 配 格 

有 界 格 

有 补 格 
布尔 代数 , 布尔 格 
有 限 布尔 代数 
布尔 表达 式 
布尔 函数 
图 

无 向 边 

有 向 边 , 弧 
无 向 图 

有 向 图 
空 图 
平凡 图 
零 图 

邻接 

关联 

自 环 

多 重 边 
简单 图 
完全 无 向 图 
彼得 森 图 
补 图 

度数 

出 度 


subring 

ideal 

field 

characteristic 

finite field 

lattice 

sublattice 
distributive lattice 
bounded lattice 
lattice complemented 
Boolean algebra 
finite Boolean algebra 
Boolean expression 
Boolean function 
graph 

edge 

edge, arc 

graph, undirected graph 
digraph, directed graph 
empty graph 

trivial graph 

discrete graph 
adjacent 

incident 

loop 

multiple edges 
simple graph 
complete graph 
Petersen graph 
complementary graph 
degree 

out-degree 

in-degree 

isolated vertex 
pendant vertex 
k-regular graph 
subgraph 

spanning subgraph 
induced subgraph 


walk. way 


length of walk,hop number 


path 


trail 


距离 

直径 

回路 

圈 或 环 
简单 回路 
可 达 
连通 图 
连通 分 支 
点 割 集 
荐 点 

点 连通 度 
边 割 集 
割 边 或 桥 
边 连通 度 
强 连通 图 
强 连通 分 支 
单 向 连通 图 
单 向 连通 分 支 


弱 连通 图 
弱 连 通 分 支 
邻接 矩阵 

可 达 甜 阵 
关联 矩阵 

赋 权 图 
欧 拉 轨迹 
欧 拉 回路 

欧 拉 图 

中 国 邮递 员 问题 
哈密 尔 顿 路 径 
哈密 尔 顿 回路 
哈密 尔 顿 图 
货 郎 担 问题 或 
旅行 商 问题 
无 向 树 

树枝 

叶 

森林 

生成 树 

弦 

基本 回路 
基本 回路 系统 
基本 制 集 
基本 制 集 系统 


distance 

diameter 

circuit 

cycle 

closed trail 

accessible 

connected graph 

connected component 
cut-set of vertices 

cut point 
vertex-connectivity 

cut-set of edges 

bridge 

edge-connectivity 

strongly connected digraph 
strongly connected component 
unilateral connected digraph 
unilateral connected 
component 

weakly connected digraph 
weakly connected component 
adjacency matrix 
accessible matrix 

incidence matrix 

weighted graph 

Eulerian trail 

Eulerian circuit 

Eulerian graph 

Chinese postman problem 
Hamiltonian path 
Hamiltonian cycle 
Hamiltonian graph 


traveling salesman problem 


tree 

branch 

leaf 

forest 

spanning tree 

chord 

fundamental cycle 
fundamental cycle set 
fundamental cut set 


fundamental cut set system 


最 小 生成 树 
有 向 树 

父 节点 

子 节点 
根 树 

树 根 

祖先 

后 代 

层 
高 度 , 深 度 
子 根 树 , 子 树 
nr- 叉 树 

赫 夫 曼 树 
有 序 树 

有 序 森 林 
定位 二 叉 树 
前 级 码 

可 平面 图 
平面 图 
极 大 平面 图 
极 小 非 平面 图 
面 

边界 

同 胚 

对 偶 图 

面 着 色 
面 着 色 数 
节点 着 色 
节点 着 色 数 
边 着 色 

边 ( 着 ) 色 数 
Ramsey 问题 
二 部 图 
完全 二 部 图 
匹配 , 边 独立 集 


最 大 匹配 

完美 匹配 

完备 匹配 

圆 排 列 

可 重 排列 

可 重组 合 
生成 函数 , 母 函 数 
组 合计 数 生成 函数 


minimal spanning tree 
directed tree 

parent 

child 

rooted tree 

root 

ancestor 

offspring, descendants 
level 

height, depth 

rooted subtree, subtree 
mr-ary tree 

Huffman tree 

ordered tree 

ordered forest 

positional binary tree 
prefix code 

planar graph 

plane graph 

maximal planar graph 
minimal nonplanar graph 
face 

boundary 
homeomorphism 

dual graph 

face coloring 

region chromatic number 
vertex coloring 
chromatic number 

edge coloring 

edge chromatic number 
Ramsey problem 
bipartite graph 

complete bipartite graph 
matching ,independent set 
of edges 

maximum matching 
perfect matching 
complete matching 
circular permutation 
permutation with repetition 
combination with repetition 
generating function 


ordinary generating function 
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排列 计数 生成 函数 
递归 关系 
初始 条 件 
A 阶 常 系数 线性 齐 
次 递归 关系 


*。246 。 


exponential generating function 
recurrence relation 

initial condition 

linear homogeneous recurrence 
relation of order k with 


constant coefficient 


特征 方程 

特 解 

通 解 

&A 阶 常 系数 线性 非 
齐 次 递归 关系 


characteristic equation 
special solution 

general solution 

linear non homogeneous 
recurrence relation of order k 


with constant coefficient 


附录 C “习题 答案 及 提示 


习题 1.1 
1. (1) {zlzER,zz 一 5z 十 6 一 0} 一 (2.3). 
(2) {2z|zEN)} 王 (0,2,4,6，…,2z,}. 


2. 35 的 所 有 因数 集合 为 {一 35, 一 7, 一 5, 一 1, 1, 5, 7， 35},Dss 二 {1, 5, 7, 35}. 
3. 名 是 空 集 , 它 里 面 没 有 元 素 ; {多} 是 由 空 集 如 组 成 的 集合 , 它 里 面 有 一 个 元 素 儿 ，; 
} 


{{ 多 )} 里 面 有 一 个 元 素 为 {名 } ,但 {名}) 与 名 是 不 同 的 . 
ai 戌 普 :2 生成 立 . 37 成立: 区 4 成 立 ， 
5. A={a,6} ,B= {a,b, {a,b} ,ce). 


6. (1) 不 成 立 . (2) 不 成 立 . (3) 不 成 立 . (4) 不 成 立 . 


7 XD (BO B02 {Ds tals(o}s {tes {tobi {ac (ob 


(3) {BZ, {{asbsc}}}. 

10; 
AXA= {(a,a), (a,b), (ba), (60,60)}. 
AXB= {(a,1),(a.2) (a,3),(6,1) ,60,2), (60,3)); 
BXxA={(1,a),(1,0),(2,a),(2,0),(3,a),(3,0)). 


AXBXxA={(a,l,a), (ay 1,0), (a,2,a),(a,2,0),(a,3,a), (ay 3 0)， 


{Cb,1,a),(b,1,6),(b,2,a), (2,0)， 003， 


a),(b,3,0)}. 


(AXB)XA={((a;l)ya) ,as1) 6) (a,2),a) (Ca,2) ,60),((a,3) ,a), 
((a.3) .6b) ,C61) a) (06,1),.0).((b,2),.a),((b,2).,0), 


(C6,3) ,a) ,C6,3),0)). 
11. 若 A= 名 ,不 能 得 出 B=C; 若 A 关 名 , 则 B=C. 
习题 1.2 
1. [1.5 2,[ 一 1 片 一 1, [一 1.5 六 一 1, .5 上 1 一 1 


1, [一 1.5 片 一 2. 


2. (1) /是 单 射 ,f 不 是 满 射 ,f 不 是 双 射 . (2) /不 是 单 射 ， 


f 不 是 满 射 ,f 不 是 双 射 . 


(3) 是 单 射 ,f 是 满 射 ,f 是 双 射 . (4) /不 是 单 射 ,f 不 是 满 射 ,f 不 是 双 射 . (5) 了 是 单 射 ， 


不是 满 射 ,f 不 是 双 射 . 
3. 举例 f;N>N, f(z)=2z. 


5. 令 A={a,b,c} ,f(a)==f(6)==f(c)==a, 即 对 于 任意 xEA,f(x)==a, 显 然 f:A 一 A 


且 f 关 .而 对 于 任意 xz€EA, 有 (f° 有 (x)==f(f(x))=f(a)=a, 
射 存在 ,满足 条 件 的 f 不 存在 . 


因此 f°*f 二 f. 若 f 的 道 映 


7. 例如 A={a,b},B={1,2,3},C 二 {a,B,7Y,0}, 令 f(a)=1， 


f=28(1)=arg(2) 


Bg(3) = 二 B, 则 显然 有 (feg)(a)==g(f(a))==g(1)=a, (f°g)(6)=g(f(6))=g(2)=B, 于 是 


8g"f 是 A 到 C 的 单 射 ,但 g 显然 不 是 单 射 . 


11. 6,0,0. 若 j< 一 2 ,不 存在 满 射 ; 若 i 三 2,A 到 再 的 满 射 共 有 S(m,n)，n! 个 . 若 
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7 二 7 ,不 存在 单 射 ; 若 msz,A 到 忆 的 单 射 共 有 C2“。72! 个 .车 m 关 n; 不 存在 双 射 ; 若 mm 二 
n,A 到 B 的 双 射 共有 m1! 个 . 

13. f-1=goh,g =he fh != f°g. 

14,. A(2,3)=9,A(3,2)=29., 

习题 1.3 

1. 减法 运算 “一 ”不 是 ,其 余 均 是 . 

2. 3!+3:=12&A. 

3 

4. (555)s. 
5. 16(mod 3)=1,—16(mod 3)=2,0(mod 3)=0. 
6 
呆 
8 


. gcd(36, 48)=2*X3=12,lcem(36, 48)=2:X3’:=144. 

。gcd(14，158) 一 2，2 王 14X4 十 158X( 一 3). 

. 表 1-6: 不 满足 符 等 性 、 满 足 交 换 性 、1 是 单位 元 素 、1 的 逆 元 为 1,.2 和 3 都 没有 
逆 元 . 

表 1-7: 满足 客 等 性 .不 满足 交换 性 、1 是 单位 元 素 ,1 的 逆 元 为 1,2 和 3 都 没有 逆 元 . 

15. p1(1)=1,p1(2)=2,p1(3)=3;p2(1)=2,p2(2)=1,p2(3)=3; 

ps(1)=3,p3(2)=2,p3(3)=1;ps(1)=1,p.(2)=3,p,(3)=2; 

ps(1)=2,ps(2)=3,ps(3)=1;pe(1)=3,pe(2)=1,pe (3)=2. 

列 出 G 关 于 映射 的 复合 “。” 的 运算 表 如 表 C-1 所 示 . 


表 C-1 

pi pb: ps ps ps ps 
pi hi 加 ps ps ps ps 
pb: pz pi ps ps ps ps 
ps ps ps pi ps ps pz 
pb: ps ps ps pi p: ps 
ps ps ps 力 z ps ps pi 
ps ps ps ps 加 p1 ps 


(2) 由 运算 表 可 知 ,对 于 任意 p;:EG,， 有 pi* (1)(2)(3)= 二 (1)(2)(3)。pi 二 pis; 所 以 (1)、 
(2)、(3) 是 G 关 于 复合 映射 “。” 的 单位 元 素 . 

由 运算 表 可 知 ,pi 1 二 pi,pz!' 二 pz sp3!' 王 pspr' 二 pisps!=pe ps!=ps. 

习题 1.4 

1. (1) AUB={a,b,c,d,e,f,g)}. 

(2) BNC={f}. 

(3) A—D= {a,b,c,g)}. 

(4) (ANMNB)—C={g}—C={g}—{a,c,f}={g}. 

CD= {be 

(6 BOC=B UO — (BN = = = 
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(7) AN(BUO={a,b,csg} NN {ascsd,es fg}={asc,g}. 
C8) CAUDY C= De psf hb dp = 
(9) AUC= {a,b,c,f,8}={d,e,h)}. 

(10) AUBUC={a,b,c,d,e,f,g}. 

了 {a,b;c} ,B=={1,2), 令 f:A 一 B,f(a)==f(6)=2,f(c)==1. 再 取 义 = {a， 
i ) ,这 时 f(X)={1,2},f(Y)={1,2) ,因此 fCX) 败 f(Y)={1,2). 由 于 f(XNY) 
=f({c} ge ;所 以 有 ORNDD 关 FCROMN FAC): 

7. (1) 不 成 立 . (2) 不 成 立 . (3) 成 立 . 

8. (2) 因为 ASAUB, 于 是 P(A)SP(AUB). 同 样 ,P(B)SCP(AUB), 所 以 P(A)U 
P(B)EP(AUB). 

例如 A={a,b},B={6b,c}, 于 是 P(A)={@,{a},{b},{a,6}} 且 P(B)={2,{6},{c}， 
人 6,c})), 因 此 


POAY BE 
这 时 | P(A)UP(B)|=6. 而 AUB={a,b,c), 所 以 |P(AUB)|=2:==8. 显然 有 P(A)U 
P(B)¥P(AUB). 
10. eh (2) ASEBUC. (3) A—B=A—C. 
13. 例如 A={a},B=C={45), 则 AU(BBC)=AULB=A. 由 于 AUB=AUC, 所 以 
ee 
15. 设 Al,A,,…,A, 是 集合 , 则 
IAAUaU…U4al=2 14I- > 140n51 
i=l 


1<i<j<n 


+ > IANANA, 1 一 … 


1<i<j<k<n 


十 (一 DAnaAn…nasl 


前 f a 0 十) 


1 1 

LR "(1 £0 (1 = 

习题 1.5 

1. 15 个 不 同 的 划分 . 

4. 均 不 成 立 . 例如 A={a,b,c,d}), 取 A 的 划分 为 zi = {{a}), {b,c,d}},zx 一 
{{a},{d}, {b,c}}. 

5. (3) 将 nn 个 元 素 的 集合 A 划分 成 2 个 块 A 和 A; , 先 将 A 中 的 第 一 个 放 在 第 一 个 块 
Ai 中 ,对 于 其 余 的 "一 1 个 元 素 分 别 考虑 是 否 与 第 一 个 元 素 在 同一 个 块 A, 中 ,只 有 两 种 情 

ml 

况 发 生 : zE Ai 或 zE A, 于 是 共有 3。 2.…。2 二 2"! 种 放 的 方式 ,但 要 排除 所 有 元 素 都 在 
Ai 中 而 As 为 空 的 情形 . 故 S(n,2)==2”! 一 1. 

6. (1) (4A:,A: ,4A;} 是 A 的 划分 . (2) {A ,A: ,As} 不 是 A 的 覆盖 . (3) (As: ,Ae} 是 4 的 
划分 . (4) {As,A: ,A4} 不 是 A 的 覆盖 . 

7. 共 5 个 . 
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习题 1.6 
2. 选取 (0,1) 开 区 间 的 一 个 可 列子 集合 {ao ,ai ,…ca。，…} ,再 构造 双 射 . 
3. 令 f:[0,1] 一 [a,6],f(x)=a+t+ (6—a)z. 
4. 对 于 正 有 理 数 集合 Q+ = 二 {n/m|m,nEN,m 关 0,m 与 n 互 素 }, 令 F:Q+ 一 NXN， 
fn/m) 二 (m,n), 利 用 N~NXN. 
5. 在 R 一 Q 中 选取 可 列子 集 {ao ,aa ,…a,，,…), 再 利用 Q 可 列 可 构造 双 射 . 
6. 假设 |A|= 二 1P(A)|, 则 存在 A 到 P(A) 的 双 射 f. 令 S= 一 {zlz&FCz)} ,考虑 是 否 yE S. 
习题 2. 1 
2 16 
3. R={(1,0)3(2,1),(3,2),(4,3);(0,0),(2,1),(4,2)}. 
4. 正确 的 有 3| 一 12, 一 310,010,2| 一 2, 一 212. 不 正确 的 有 416,0| 一 3. 
13. (1) R={(2,2),(2,4),(2,6),(3,3),(3,6),(4,4)»(5,5),C6,6)}. 
(2) R={(1,0),(2,0)5(2,1),6351),(3,2)5(432),(4,3),(5,3),(5,4)}, 
(3) R={(2,.3)5(255)5 (3,2),(3,4),(355)5 (453)» (4,5);5(5,2), (5,53);(5,4), 
(Ba6) 3 0650): 
(4) R={(352),(4,2),(453)3(552),6553),(6,2)»(653),C6,5),C2,0),(3;0),(4,0), 
(5,0),(6,0)}. 
14. (1)、(2)、(3) 均 不 是 A 到 B 的 函数 . (4) 是 A 到 B 的 函数 . 
15. (1) 了 不 能 构成 函数 . (2) f 能 构成 R 上 的 一 个 函数 . 
习题 2.2 
L, RUS= WO (BD DD N=1 人 1 让 s 
民 二 六 尖 太 R= OD C01 C02 oi DDoS 2 3;3Ds 
CB 1) (C352),.0353)) 
R—=S={(0,3),(2,1),(3,0)},S—R={(0,1),(2,3)), 
RBS=(R—S)U(S—R)={(0,3),(2,1),(3,0),(0,1),(2,3)}. 
3. RY={(b) (06D), (Cac) Ss ={(a,6), (ase) (dyc)s (ed)}, 
R°S={(b,a),(b,d)},S° R={(d,a)} ,R=R°R={(6,.0) ,b,c),(b,a)}, 
?=SeS={(c,c),(d,a),(d,d)},R°S°R=(R°S)°R=Y,S°R’=8. 
6. 例如 , 取 A={a,b,c} ,B= 二 {1,2,3},C 二 {a,B,7), 令 
S={(a,1),(a,2),(6,2)},T = {(a,2),(a,3)} ,R= {(1,a),(2,8),(3,0)}, 
这 时 (SN T)。*R={(a,2)}°*R={(a,B)}) ,而 
Se R= {(a,a),(a,B),(b,B)}, T°- R= {(a,a), (a,p)}, 
显然 S*R 站 TeR={(asa),(a,B)), 所 以 (SN T)eR 关 (SeR) 站 (TeR). 
9. 对 mm 归纳 . 


10. 由 于 |A|=n, A 上 所 有 不 同 的 关系 共有 2” 个 ,考虑 关系 R?,R',R?,…,R” 即 可 . 


Els 国 R*=R" UR UR = (a (bb (ere) (dd) bc era) (bod 
n=0 


12. N 上 的 美 系 R=={(x,y)1ly 二 x 十 1} 二 {1(0,1),(1,2),(2,3),…) 及 S={(x,y)|zx 二 
y 十 1) 二 {(1,0),(2,1),(3,2),…)}), 这 时 ReS=In, 但 R 和 S 不 是 N 上 的 双 射 . 
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习题 2.3 
3. Ri={(asb)s (bc) (asc)}s R={(as6) (bsc) (ayec)s (bya) (bb), (asa)}s 
Rs={(asb) (byc) (asec) secsb) (aya) (06) (cc)}. 

4. (1) 取 A={a,b,c},A 上 的 关系 R={(a,b),(65,c)}. 
(2) 必要 性 证 明 用 反 证 法 . 
5. (1) 取 A={a,6b,c},A 上 的 关系 R={(a,6),(b,c),(c,a)}). 
dn = 
7. 逆 命 题 不 成 立 . 取 A 王 (ae,o,c},A 上 的 关系 R=={(aya),(a,6),(5,0)}. 
8. 尺 具有 自 反 性 、 反 对 称 性 和 传递 性 . 
9. 具有 自 反 性 、 对 称 性 和 传递 性 . 

10. 当 |X|==1 时 , 则 R={(X,X)} 具 有 对 称 性 、 反 对 称 性 和 传递 性 . 当 |X| 宇 2 时 ,R 具 
有 对 称 性 . 

11. R={(a,a),(b,a) ,Cab), (bc)}. 

12. C1 三 ,02)》 真 ,C3》 真 ,《 录 假 ,《(5) 假 ， 

习题 2. 4 

2. r(R)=RUIA={(aya), (a,b), (bya), (bsc), Cesd), (6,6) cc) dd))， 

s(R)=RURT!={(a,a) ,a,b), (bya), bc), (ed),(c,b),(d,c)}, 

iR)={(aya), (as6) (bsa) bsc) ,Ccsd), (bb) ,asc) (bd) (asd)}. 

4. 根据 传递 闭 包 的 定义 并 注意 到 : 对 于 任意 x,yEZ, 若 x 二 y, 则 存在 正 整 数 mx 使 得 
y=z+m, 

7. 设 RISAXA,R;SAXA, 则 下 面 结论 成 立 . 

(1) rRiNR;,)=r(R) Nr(R,). 

(2) SCR 站 RESCR Ns CR,). 

(3) (Ri (|R;) Et RO) MR;,). 

9. (1) 例如 和 A={a,b,c} ,R={(a,6),(b,a)), 则 RR 是 反 自 反 的 ,而 

r(R) = {(ayb), (asa),(b,0) (esc)} 和 sR) = {a,6) ,ba), (asa), (bb6)} 

都 不 具有 反 自 反 性 . 

(2) 例如 A={a,b,c) ,R={(a0) ,6,0) (cwa)), 则 R 是 反对 称 的 ,而 

s(R) = {(a,b) ,b,c), (cra), (bsa), cp) ac)) 和 
t(R) = {(asb) ,bysc) ,cya), (asc), (bra) (asa), (bb) ,csc), (Cc,b)} 

都 不 具有 反对 称 性 . 

10. ri(R)={(a,b), (bsc), (ayc)， (aya)， (0) (csc)}. 

习题 2.5 

5. (1) 若 |X| 志 1,R 是 A 上 的 等 价 关 系 .车 |X| 宇 2,R 是 自 反 的 和 对 称 的 ,但 不 传递 . 

(2) R 是 A 上 的 等 价 关系 . 

6. 例如 A={a,b,c), 取 

R= UT SS= (DD Um 


Bol 


这 时 R 和 S 是 集合 A 上 的 等 价 关 系 . 
7. 最 小 的 包含 R 的 等 价 关系 为 
tsr(R) = U (RUR = URUR UR UBR™ YY Us 


8. (2) A/R={{a,c},(b,d}}. 

12. 集合 A 的 所 有 的 等 价 关系 个 数 为 15 . 

13. 集合 A 的 划分 A/CR: 站 R:) 是 两 个 集合 A 的 划分 A/R 和 A/R; 的 交叉 划分 . 

16. 只 要 尺 具有 自 反 性 和 传递 性 , 则 S 是 集合 A 上 的 等 价 关 系 . 

习题 2.6 

1. (4) 由 R 产生 的 所 有 极 大 相 容 类 有 4 个, 分 别 为 {set，function，operation， 
relation}, {operation, relation, logic, algebra, graph}, {set, operation, relation, 
algebra} , {function, operation, relation, logic}. 

2. (1) RUR™ TU I= {C154), (0431).(2,5)5(552), (1,1)5(2,2), (3,3) (4.4), 
C555) 

(2) A 关于 RUR-'UITI 的 所 有 极 大 相 容 类 分 别 为 {1, 4}，{2,5} 和 {3}. 


3. (2) 当 {A; | ie 了 } 是 集合 A 的 划分 时 ,R = 【A; XA; 是 A 上 的 等 价 关系 . 
iET 

5. (3) A= {a,b},R={(a,a),(b,0)}. 

(4) 和 (5)A={a,b}, 取 R=AXA 及 S={(a,a),(b,0)}. 

(7 A= fabsels RR R= {C00) (ba UT RS={(0 0 eb UT 

习题 2.7 

i (VA = 
Chl COPE2YY, 

2. COV(A) = {(a,b), (b,c) ,asd),(d,e), (cse)). 

5. (1)(3)(4)(5)A= {a,6} ,R={(a,a) ,6,60),.(a.6)},S={(a,a) ,6,60), (ba)}. 

(A= tasbichs R= (aD (ur US= ta Cb} Uy Tn: 

8. (1) 集合 A 的 最 大 元 素 为 a ,最 小 元 素 不 存在 , 极 大 元 素 为 a, 极 小 元 素 为 d 和 e. 

(2) 子 集 {6,c,d}) 的 上 界 为 a, 下 界 为 4, 上 确 界 为 a, 下 确 界 为 d. 

11. (2) (F(N), 导 ) 无 极 大 元 . (3) 如 是 (F(N), 导 ) 的 极 小 元 . (4) sup{A, B}=AU 
B. (5) inf{A, B}=ANB. 

12. (A, 己 ) 的 极 小 元 为 {x} ,其 中 zz 为 S 中 任意 元 素 ; 极 大 元 为 S 一 {zx} ,其 中 x 为 S 中 
任意 元 素 ; 没有 最 小 元 素 ; 没有 最 大 元 素 . 

13. (2) (B4,R) 存 在 最 大 元 的 必要 条 件 是 偏 序 集 (B, 三 ) 存 在 最 大 元 M. 最 大 元 FE B4 
的 一 般 形 式 为 FCz)=M, Yr€EA, 其 中 M 为 偏 序 集 (了 B ,入 ) 的 最 大 元 . 

习题 3. 1 

1. (1)(2)(4)(6)(7) 是 命题 , 真 值 为 1. 

(3) 不 是 命题 ,因为 x 和 y 的 取 值 未 定 ,于 是 无 法 确定 “xz 二 y” 的 真 值 . 

(5) 是 命题 , 真 值 为 0. 

2. (1) p: 我 去 游泳 . 
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(2) p: 张 三 看 书 ,gq: 张 三 听 MP4 音乐 . 

(3) p: 小 李 能 歌 ,gq: 小 李 善 舞 . 

(4) p: 这 学 期 我 选修 人 工 智 能 课程 ,g: 这 学 期 我 选修 模式 识别 课程 . 

(5) p: 明天 去 深圳 的 飞机 是 上 午 八 点 起 飞 ,g: 明天 去 深圳 的 飞机 是 上 午 八 点 半 起 飞 . 

(6) p: 我 有 时 间 ,g: 我 回 家 去 看 望 我 的 父母 . 

(7) p: 我 今天 进 城 ,q: 天 下 雨 . 
p: 
p: 


(8) Pp: 小 张 外 出 ,gq: 小 张 上 网 ,~: 他 睡觉 . 

(9) p: 你 刻苦 学 习 ,g: 你 取得 好 成 绩 . 

(10) p: 你 走 ,g: 我 留 下 值班 . 

习题 3. 2 

1. (1) -pp: 现在 不 是 很 多 人 都 有 车 . 

(2)“ 一 2 是 偶数 或 3 是 正 数 ”的 否定 命题 为 “一 2 不 是 偶数 并 且 3 不 是 正 数 ”. 

(3) pV ”pp: 每 个 自然 数 都 是 整数 或 者 不 是 每 个 自然 数 都 是 整数 . 

2. pAg: 今明 两 天 都 有 雨 . 

PVq: 今天 或 者 明天 有 两 . 

pqd: 如 果 今 天 有 两 ,那么 明天 有 两 . 

pq: 今明 两 天 只 有 一 天 有 雨 . 

Pq: 不 可 能 今明 两 天 都 有 雨 . 

Pyq: 不 可 能 今天 或 明天 有 雨 . 

pq : 不 可 能 今天 有 雨 , 则 明天 有 两 . 

3. 了 (pAg): 我 们 不 能 既 去 图 书馆 又 去 上 网 . 

本 本 让 人 二 不 

5.“ 张 红 和 张 兰 是 姐妹 ”中 的 和 表示 的 是 两 个 人 之 间 的 关系 ,而 联结 词 人 表示 的 是 两 个 
命题 之 间 的 “和 ”. 

6. 用 bp: 今天 体育 课 考 试 ,gq: 今 天 下 雨 ,r: 马 老师 来 了 , 则 pe(-gqAr) 表 示 “ 今 天 体育 
课 考 试 当 且 仅 当 今天 不 下 雨 并 且 马 老师 来 了 ”. 

习题 3.3 

1. (1) 令 p: a 是 奇数 ,gq: b 是 奇数 , ~: a 十 b 是 偶数 ,所 以 pA gr. 


(2) 令 p: 正 整 数 * 委 2 时 ,gq: 不 定 方程 x" 十 y" 二 xz" 有 正 整 数 解 ,所 以 g 一 p. 
(3) 令 p: 天 在 下 雨 ,q: 我 去 书店 ,所 以 p mg. 

(4) 令 p: 两 矩阵 相等 ,g: 两 矩阵 对 应 的 元 素 分 别 相 等 ,所 以 p>g. 

(5) 令 p: 这 苹果 甜 ,g: 我 打算 买 ,所 以 p 人 gq. 

(6) 令 p: 我 接 到 正式 邀请 ,q: 我 去 参加 圣诞 晚会 ,所 以 了 pp 一 g. 

(7) 令 p: 我 和 小 王 是 同学 ,所 以 p. 

(8) 令 p: 他 看 今 晚 的 NBA 篮球 比赛 ,gq: 他 来 上 自习 ,所 以 pA 人 一 g. 

(9) 令 p: 她 学 习 成 绩 好 ,gq: 她 的 动手 能 力 很 强 ,所 以 了 pAg. 


(10) 令 p: 我 的 手机 没 电 了 ,9: 借 你 的 手机 用 一 下 ,所 以 pAg. 
3. (1) 永 真 式 , 利 用 真 值 表 可 知 . 
(2) 中 性 式 ,分 别 考虑 p= 二 0,g==1.r==1 和 p= 二 0,g 二 0,r 二 0. 
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(3) 中 性 式 ,分 别 考虑 p= 二 0,g= 二 0,r==0 和 一 1,q 一 1,r 一 0. 

(4) 中 性 式 ,分 别 考 虑 p= 二 1,g 二 1,r 二 1,s 二 1 和 p= 二 0,g 二 0,r 二 0,s 二 0. 

4. (1) 由 B 一 A 取 0 得 出 A=0. 

(2) 利用 真 值 表 及 代入 定理 . 

(3) 由 BA 取 0 推 出 -A 一 -B 取 0. 

5. 利用 真 值 表 及 代入 定理 . 

6. (1) 由 A 一 B 取 0 推出 A 一 B 取 0. 

(2) 车 (AV B)A 人 (A 一 C) 和 A(B 一 C) 一 C 为 0 可 得 出 矛盾 . 

(3) 由 ”~A 取 0 推出 (4A 一 B) A(A 一 ”~B) 一 0. 

(4) 由 -A 一 B 取 0 得 出 A=0. 

习题 3. 4 

3. (1) 不 成 立 . 取 A=p,B=pVg,C=p. 

(2) 不 成 立 . 取 A=p,B=pAMg,C=p. 

(3) 成 立 , 因为 -A= ~-B, 所 以 -了 -了 A= 一 -B, 于 是 A=B. 

4. 利用 真 值 表 法 进行 证 明 . 

5. (1)(3)(4) 用 等 值 演 算法 ,(2) 用 真 值 表 法 . 

6. (1) -A=- (AAA)=A+¢A. 

(2) AAB=-(-(AAB))=-(A¢$B)=(A¢$B)¢ (A+B). 

(3) AVB=-(-7AA-B)=(-A)¢(-B)=(A‘¢A)*B‘B). 

7. (1) -A= ~- (AVA)=AlA. 

(2) AAB=-(-AV-B)=(-A)y(-B)=(A YA) YBYB). 

(3) AVB=-(-7(AVB))= -5(AYB)=(A VyB)Y (ATVB). 

8. (1)、(2) 用 真 值 表 法 . (3)、(4) 用 等 值 演算 法 . 

9. (1) AAC=(AY A)Y (CYO). 

(2) AVB=(AyB)yY (CAYB). 

(3) ”(AACBVC))=((AyA)yYCBYC)yYCCAYA)YCBYC)). 

Ca) B; 

10. (1) 永 假 式 . (2) 中 性 式 . 

12. (pBq)*=(pADV ("pA -17g)= pOg. 

习题 3.5 

1. (1) pAq( 析 取 范 式 和 合 取 范 式 ). 

(2) (了 pV -gq)A (pVg)( 合 取 范 式 ),(- 了 pAg)V (pA 一 gq)( 析 取 范 式 ). 

(3) pV 2gVr( 析 取 范 式 和 合 取 范式 ). 

(4) (pA 一 gqg) Vr( 析 取 范 式 ),(pVr) 人 (mgVr)( 合 取 范 式 ). 

2. 王 教授 是 上 海 人 . 

3. 当 只 有 1 人 成 绩 最 好 时 ,是 p; 当 有 2 人 成 绩 并 列 最 好 时 ,应 是 p,s 或 户 ,r. 

4. 应 派 p 和 ; 参加 围棋 比赛 . 

5. (1) (pAq)V(TpAg)V (pA 人 mq)( 主 析 取 范式 ),(pV gq)( 主 合 取 范式 ) ,中 性 式 . 

(2) 主 析 取 范式 不 存在 ,(pVg) 人 (pV gq) 人 (mpVg) 人 (了 -pV 一 gq)( 主 合 取 范式 )， 
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永 假 式 . 

《3 PNGENTIV ON Nr VpAN GN mY CpNaNr Vt ph vaNr) 
( 主 析 取 范 式 ),(pVgVr)A 人 (pV -gqVr) 和 (了 -pV mqVr)( 主 合 取 范式 ) ,中 性 式 . 

(4) (pAgAnDV(mpA mgA 人 一)( 主 析 取 范式 )， 

(TpVaV ATpVaV ior)A(npV nrgqVn A 

(pV TqgV7D)ACpV 72gV 一 r) 人 (pVgqV 一 r)( 主 合 取 范式 ) ,中 性 式 . 

6. 原 式 =(”pVvVoavr)ACnpvnovrACpV -gqV7), 中 性 式 . 

7. 主 析 取 范式 均 为 (AdAr)V(pDAdAnrV(CnpAdAr)V(nDAnmdqAr)， 

8. A=(pA "TgAnDNV (TpAgqgAn DV (mTpAgqA m7). 

9. F==(pAnVlgA7n))= 二 (pAgAnDVpATgAr)V(-mpAgAr)( 主 析 取 范式 )， 

F=(7pV TgV A(TpVgVr A(pV TqVr) 
A(pVgqV 一 r)A(pVgVr)( 主 合 取 范式 ). 
10 F=(" pA oN VSN VN oN VB Na rs 
F=(pVgVr)A(pV ndVr)ACnDVOV 717) 
A(-pV -gqV 一 7)( 主 合 取 范式 ). 

习题 3.6 

3. 利用 { 一, 人, V } 是 功能 完备 的 联结 词 集 . 

5. (1) 对 于 只 含有 联结 词 {” ,一 } 的 任意 命题 公式 A, 使 A 的 真 值 为 1 的 所 有 真 值 指 
派 的 个 数 为 偶数 . 

(2) 利用 (1) 及 pq 一 (0 中). 

(3) 类 似 于 书 上 例子 . 

习题 3.7 

3. 推理 形式 pg,g 志 pp 是 无 效 的 . 

10. (1) 只 需 证 明 A 一 B 二 (A 一 (B 一 0)) 一 (A 一 C0). 

(2) 只 需 证 明 A 一 B,A 一 了 -B 二 > 了 -A. 

ll. p>gqVr,s> r,p hs>g. 

12. 小 东 和 爸爸 的 意思 是 : gp 且 g 一 7; 小 东 理 解 为 : pq 和 且 qr. 

习题 4. 1 

1. Di={1,2,3,4,5},D,= 二 N,D,= 二 全 域 . 

2. (1) D=Z,Q(z):z 是 有 理 数 . 

(2) D=R,Q(Cz):z 是 有 理 数 ,Z(z):z 是 整数 . 

3. (1) a :小 赵 ,W(Cz):z 是 工人 . 

(2) a: 张 三 ,6: 李 四 ,I(x,y):zx 是 y,f(z):z 的 父亲 . 

(3) a: 一 3,Q(z) :zx 是 有 理 数 . 

(4) a: 米 卢 ,L(z) :x 喜欢 踢 足 球 . 

(5) Q(x) :zx 是 有 理 数 ,R(x) :x 是 实数 ,全 称 量词 V. 

(6) Q(x) :x 是 有 理 数 ,R(x) :x 是 实数 ,存在 量词 3. 

(7) a: 北 京 ,H(x) :x 举办 2008 年 奥运 会 . 

(8) ECz):z 锻炼 身体 ,全 称 量词 V. 


”255 % 


4. (1) Vz3yE(Cz,y): 班 上 所 有 同学 都 选修 了 一 些 计算 机 课程 . 

(2) Vz VyE(x,y): 班 上 所 有 同学 都 选修 了 所 有 的 计算 机 课程 . 

(3) 3z3yE(zx,y): 班 上 有 些 同学 选修 了 一 些 计 算 机 课程 . 

(4) 3zVyE(z,y): 班 上 有 些 同学 选修 了 所 有 计算 机 课程 . 

(5) Vy 3zxE(zx,y): 所 有 的 计算 机 课程 都 有 同学 选修 . 

(6) VyVzE(Cz,y): 所 有 的 计算 机 课程 被 每 个 同学 选修 了 . 

(7) 3y 3zE(Cz,y): 有 些 计算 机 课程 都 有 同学 选修 . 

(8) 3yVzE(Cz,y): 有 的 计算 机 课程 被 所 有 同学 选修 . 

5. (1) Vz 的 辖 域 为 P(z)V 3yR(y), 3y 的 辖 域 为 R(y). 在 P(x)V 3yR(y) 中 的 个 
体 变 元 x 是 约束 变 元 ,R(y) 中 的 > 是 约束 变 元 ,Q(z) 中 的 xz 是 自由 变 元 . 

(2) Vz 的 辖 域 为 3y(PCz,y)AQ(Cy,z)), 3y 的 辖 域 为 P(z,y)AQ(Cy,z), 3z 的 辖 域 
为 PCz,y). 个 体 变 元 zx 在 PCz,y)AQCy,z) 和 PCz,y) 中 的 出 现 均 为 约束 变 元 ,PCz,y) 和 人 
Q(y,z) 中 个 体 变 元 y 为 约束 变 元 ,z 是 自由 变 元 ,P(x,y) 中 的 y 是 自由 变 元 . 

(3) 第 一 次 出 现 的 Vz 的 辖 域 为 PCz)A 3zQ(z), 3z 的 辖 域 为 Q(x) ,而 第 二 次 出 现 的 
Vz 的 辖 域 为 PCz). 个 体 变 元 x 的 最 后 一 次 出 现 为 自由 变 元 , 别 的 出 现 均 为 约束 变 元 . 

(4) Vz 的 辖 域 为 Vy(R(z,y)VL(z,y)), Vy 的 辖 域 为 RCz,y)VLCz,y)，3z 的 辖 域 
为 SC(zr,y). 出 现在 RC(z,y)VL(z,y) 和 S(x,y) 中 的 个 体 变 元 z 均 为 约束 变 元 ,出 现在 
R(z,y)VL(z,y) 中 的 个 体 变 元 y 均 为 约束 变 元 ,而 > 是 自由 变 元 ,出 现在 S(x,y) 中 的 个 
体 变 元 y 为 自由 变 元 . 

6 3zPtah Q(x — 3eP(N QD 

7. Vzr(Plzsy) AN JyQ(z,y))= Yr (P(r,t) MN 3 了 3yQCzyy)). 

习题 4.2 

1. (1) 令 a: 小 李 ,S(z);z 是 学 生 ,T(zx) :zx 是 老师 ,所 以 -SCa) 和 AT(a). 

(2) 用 PCz):z 是 人 ,MGCz):z 犯 错误 ,所 以 VzCPCz) 一 MGCz)). 

(3) 令 SCz):z 是 大 学 生 ,T(z):z 是 体育 爱好 者 ,所 以 3z(SCz) ATCz)). 

(4) 令 T(z) :z 是 老虎 ,下 (z):z 要 吃 人 ,所 以 Vz(T(Cz) 一 EC(z)). 

(5) 用 G(Cz):z 是 研究 生 ,RCz):z 科 研 人 才 , 所 以 ” Vz(CGCz) 一 RCz)). 

(6) 设 ZCz):z 是 整数 ,ECz):z 偶数 ,OCz):z 奇 数 , 所 以 Vz(CZCz) 一 (ECz) VO(Cz)))， 

(7) 用 SCz):z 是 大 学 生 ,T(z):z 是 老师 ,A(Cz,y):z 钦佩 y, 所 以 Vz3y(CSCz)A 
TCy) 一 ACz,y)). 

(8) 令 SCz):z 是 大 学 生 ,L(x):z 喜欢 (超级 女声 ?节目 ,所 以 3z(SCz)A -L(x)). 

(9) 令 a: 姚 明 ,6b: 杨 利 伟 ,P(x):x 是 NBA 球员 ,M(x):x 去 过 太空 ,所 以 P(a) 人 人 
M(b). 

(10) 设 C(x):z 是 猫 ,M(x):z 老鼠 ,W(xz):z 白 的 ,B(xz):zx 是 黑 的 ,G(x);z 好 的 ， 
A(Cz,y):z 抓 住 y, 所 以 Vzyy(CCz)ACWCz)VBGz))AMG) AACzy) 一 GOz)). 

2. 今 E(z):z 是 专家 ,T(x):z 是 教师 ,Y(x):zx 是 青年 人 , 则 所 给 命题 分 别 符号 化 为 : 

(1) Vz(E(z) AT(z)). 

(2 3zY(s), 

C3 Z(tYUEYAE(C2ND., 
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3. 令 ZCz):z 是 整数 ,NGCz):Zz 是 自然 数 ,QCz):z 是 有 理 数 , 则 所 给 命题 分 别 符号 


化 为 : 


符号 


则 所 


不 出 


GONG 

(C23 Wel ZO 

C83) EC(2C27N NOD 

CA) Se QAN ZE 

(C5) VCN(aI =Q(EDN Iz(QCIAN NOGRY NN Zr 

4. 令 W(z):z 喜 欢 步 行 ,C(x):x 喜欢 坐车 ,B(xz):x 喜欢 骑 自 行车 , 则 所 给 命题 分 别 
化 为 : 

C1) VeWR > CR. 

C2 WEB MOG 

SC 

(a) Jz "WN 

5. 邻 A(z):zx 是 动物 ,C(x):zx 是 牛 ,H(x):z 有 和 角 , 则 所 给 命题 分 别 符号 化 为 : 

CI) VedO(mD HG). 

(C2) D2CACDTINGCCEN, 

(3) IzCAC(z NH 

6. 令 B(x):zx 是 鸟 ,F(z):z 会 飞 ,M(z):z 是 猴子 , 则 所 给 命题 分 别 符号 化 为 : 

(C1) Ve(B(r) = P(E): 

(2Y WOWMC = E(xz)), 

(3) Ve(M(z)— "Bz)). 

7. 令 S(x);x 是 学 生 ,D(z):zx 是 勤奋 的 ,CCz):z 是 聪明 的 ,H(zx);x 是 有 所 作为 的 ， 
给 命题 分 别 符号 化 为 : 

CD Ve(SCrI DC) VG. 

(2) ViCD(z) H(z)), 

KDS 

C4 司 mCSGo) 人 CC 次 

8. 令 B(xz):z 是 桌 上 的 书 ,M(xz):z 是 杰作 ,T(z):z 是 天 才 ,P(z):z 是 人 ,F(z):z 是 
名 的 ,W(x,y) :zx 写 y; 则 所 给 命题 分 别 符号 化 为 : 

(1) Vr(B(r)>M(z)). 

(2) Vz VyC(P(z)AMCY AW (zy T(z)); 

(S7 Jz Iy(P(Y AF(CYNBCOYNWU YY. 

C4) TPNPGDN TG 

9. 令 R(X):z 是 兔子 ,T(z):z 是 乌龟 ,F(x,y):x 比 y 跑 得 快 , 则 所 给 命题 分 别 符号 


化 为 : 


(1) Vz Vy(R(z) ATCy) 一 FFGzyy))， 
(2) dz Vy(R(z)AT(y)—>F(z,y)); 
tay TY VRGOIN TO P(r 
(4) = Jz IyCR(XIANRCGYI NF(zsY) NFOysr)). 
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10. 令 G(Cz) :rz 是 金子 ,LCz):Zz 是 闪光 的 , 则 所 给 命题 分 别 符号 化 为 : 


习题 
2 


2 
(3) 


4.3 


yO (C201: 


4.4 


4.5 


» O29 LL C3 0, 


) 成 立 . (2) 成 立 . 


NL 2) Le C30 (C4) 0 


(2)《4) 不 是 ;3)(5) 是 ; 
) Vz 3y(™ A(zYV BOGEsyY))., (2) Jz Hy Ve CPlrsyy) VY Q(zYV RG). 
WV AIzA(DN TB D4 1, 
) VzVyVz(("A(z)VB(y)) A (mA) VC(z))). 
(2) Vz dyVz( A(z)V "BC(z)VC(z,Y)). 

(3) VYz JydzVuYvo( "A(rysysv) V Bl(rsz) VC(rsusz)). 
(4) Yr VydvVzVu( A(xr,y,z)V TB(r,u)V Bl(y,v)). 


VEG = LD A TWEE) G6) 


习题 4.6 

3. 对 于 个 体 域 D 上 的 任意 解释 I, 车 Yr(A(zr)V B(xr))==0, 推 出 YrA (xz)V 
VzB(Cz) 一 0. 

4. 在 个 体 域 D 上 任意 作 解 释 T, 若 YVz(A(Cz) 一 BCz)) 一 0, 则 推出 3zA(z) 一 
YrB(z)=0. 


5. (1)(2) 均 不 是 永 真 式 . 


6. (1)(2) 不 成 立 . 


习题 5.1 

2. 答案 如 表 C-2 所 示 . 

表 C-2 
集合 运算 沉 = |z 一 y| |z| max min 
Z V V V/ Vv Vv JV V/ 
N V x Nh Vv V V/ NN 
{xz|0<z<10}) x x x JV Vv ~ Vv 
{xz|lzl<5} x 党 党 sf 过 a 
{2z|zEZ} V V V JV Vv V NN 


7. 令 p:R'—>R,p(z)=In x, YrERt!. 
。 ) 与 (R, 十 ) 不 可 能 同 构 . 

车 g 是 (R*，…) 与 (R, 十 ) 的 同 构 映射 , 则 因为 0 是 (R*， 
次 元 ;于 是 9(1)==0, 设 ww( 一 1 二 3 


8.. BR; 


) 的 么 元 且 1 是 (R, 十 ) 的 


一 方面 ,因为 1 关 一 1 且 p 是 双 射 , 则 y 关 0. 

另 一 方面 ,0 一 V(1) 王 p(( 一 1)。( 一 1)) 一 2( 一 1) 十 p( 一 1) 一 y 十 y, 于 是 y 二 0, 这 与 > 天 
0 矛盾 . 故 (R*，“。) 与 (R, 十 ) 不 可 能 同 构 . 

习题 5.2 

2. 由 于 E=diag(1,1,…,1) EM,(R) 是 M,(R) 关 于 矩阵 的 乘法 运算 。 的 单位 元 素 ,而 
对 于 阶 零 矩 阵 0, 不 存在 任何 AE M,(R) 满 足 0. 4 一 4 .0 一 已 , 即 阶 零 矩阵 0 关于 矩阵 
的 乘法 运算 。 无 逆 元 , 故 (M,C(R)，，) 不 能 构成 群 . 
3. (Zs ,一 {10}，。。) 不 是 群 ，(Z,, 一 10} ，。。) 是 群 的 充 要 条 件 是 m 是 素数 . 
4. 并 关于 * 存 在 逆 元 4 一 zx. 
6. 对 于 任意 XEG,zx !=x. 
9. 对 于 任意 zEG, 因 为 (z !1) ! 二 zx, 所 以 xz 和 :在 群 G 中 是 成 对 出 现 的 . 显然 e，e 二 e， 
即 e=e-!. 如 果 对 于 任意 zx 天 e 均 有 工 。z 天 e, 即 zx 天 zx !, 则 |G| 是 奇数 ,与 已 知 矛 盾 . 

10. 首先 证 明 : 对 于 任意 x,y,xEG, 若 x，y 二 x。，z, 则 y= 二 =z. 再 证 明 ;e 也 是 (G,，) 的 
右 单位 元 .最 后 证 明 : x 也 是 x 的 右 逆 元 . 

11. (1) G 关于 映射 的 复合 运算 。 是 封闭 的 , 且 若 f (x) 二 ar 十 b, 则 广 :(z) 一 


2 一 二 
a a 


12. Cl) CasydEG 有 闻 元 | 二 ,一 ]ec. 


习题 5.3 
4. SEE 
8. 对 于 任意 0 关 a 十 bi€R,a,bEQ， i€ER., 


Zr a 

9. (zx,0)ER(zr 关 0) 和 (0,y)ER(y 关 0) 是 环 (R, 十 ，，) 的 所 有 零 因 子 . 

11. (1) 对 于 任意 xER, 考 虑 (zx 十 x)。(z 十 zx). 

(2) 对 于 任意 zxER, 考 虑 (zx 十 y)，(z 十 y). 

(3) 若 (R, 十 ,，。) 不 是 含 么 元 ,当然 (R, 十 ,。) 不 是 整 环 . 若 (R, 十 ，。) 是 含 么 环 ， 
其 入 元 为 1, 由 于 |R| 二 2, 必 存在 aER,a 关 0,;1. 由 于 a。 (a 一 1)=a “a 一 4 二 0, 所 以 a 和 
a 一 1 是 环 (R, 十 ,。) 的 零 因子 ,因此 (R., 十 ,，) 不 是 整 环 . 

14. (1) 一 1 是 尺 关于 甸 的 单位 元 素 , 一 x 一 2 是 x 关于 甸 的 逆 元 素 ,0 是 RR 关于 的 单 
位 元 . 

15.(F, 十 ,。) 储 (Z: ,十 : ,3 ). 

习题 5.4 

1. (a) 不 是 格 , 虽 然 {a,c} 有 下 界 5 和 4d ,但 {a,c} 无 下 确 界 . 

(b) 是 格 ,因为 其 任意 两 个 元 素 均 有 上 确 界 以 及 下 确 界 . 

2. 对 于 任意 zx,yEZ+ ,有 sup{z,y} 王 [z,y] 且 inf{fz,y} 一 (zy). 

3. 因为 2| 一 2 且 一 212, 而 2 关 一 2, 所 以 Z 关 于 整除 关系 | 不 具有 反对 称 性 . 

对 于 任意 zx,yEZ, 有 sup {zx,y} 二 max {x,y} 且 inf {x,y}= 二 min {zx,y). 


0 


4 一 6. 多 次 利用 “下 界 二 下 确 界 ”. 

7. 对 于 任意 xz,yET, 则 o 委 z 委 0 且 4 声 y 志 6b, 这 时 c 委 zy 入 0 且 c 委 xz 十 y 委 0. 

11. (R, 委 ) 是 链 . 

15. (Diz ,|) 不 是 有 补 格 ,而 (Dis , |) 是 有 补 格 . 

17. (1) zx. (2) z. (3) zo y. (4) y(z+z). 

习题 6.1 

1. 能 得 出 任意 6 个 人 中 有 3 个 人 相互 认识 或 相互 不 认识 的 结论 . 

2. 将 每 个 同学 分 别 作为 一 个 节点 ,如 果 两 个 人 握 过 一 次 手 就 在 相应 的 两 个 节点 之 间 画 
一 条 无 向 边 ,于 是 得 到 一 个 无 向 图 . 

3. 将 联欢 舞会 上 的 每 个 人 分 别 作为 一 个 节点 , 若 两 个 人 跳 过 一 次 舞 , 则 在 相应 的 两 个 
节点 之 间 画 一 条 无 向 边 , 于 是 得 到 一 个 无 向 图 . 

4. 将 该 组 里 的 一 个 人 看 作 一 个 节点 , 若 两 个 人 是 朋友 , 则 在 相应 的 两 个 节点 之 间 连 一 
条 无 向 边 , 于 是 得 到 一 个 无 向 图 . 

5. 将 3 户 人 家 分 别 看 作 3 个 节点 且 将 3 口 井 分 别 看 作 另 外 3 个 节点 , 若 1 户 人 家 与 
1 口 井 之 间 有 一 条 路 , 则 在 该 户 人 家 与 该 口 井 对 应 的 节点 之 间 连 一 条 无 向 边 , 这 样 就 得 到 一 
个 无 向 图 . 

6. 不 妨 认 为 从 北岸 到 南岸 , 则 在 北岸 可 能 出 现 的 状态 为 2 王 16 种 ,其 中 安全 状态 有 下 
面 这 种 5 六 音 5 
( 羊 ) ,( 狼 ),( 狼 , 菜 ). 

现 将 北岸 的 10 种 安全 状态 看 作 10 个 节点 ,而 渡河 的 过 程 则 是 状态 之 间 的 转移 ,这 样 就 
得 到 一 个 无 向 图 . 

第 1 种 : (人 , 狼 , 羊 , 菜 ) 一 ( 狼 , 菜 ) 一 (人, 狼 , 菜 ) 一 ( 狼 ) 一 (人, 狼 , 羊 ) 一 ( 羊 
(人 , 羊 ) 一 (@). 

第 2 种 : (人 , 狼 , 羊 , 菜 ) 一 ( 狼 , 菜 ) 一 (人 , 狼 , 菜 ) 一 ( 菜 ) 一 (人 , 羊 , 菜 ) 一 〈 羊 
(人 , 羊 ) 一 (@). 

7. 用 (B,C) 表 示 B,C 两 个 油 桶 的 状态 ,由 于 B=0,1,2,3,4,5 且 C=0,1,2,3, 于 是 所 
有 状态 共 6X4 王 24 种 . 

现 将 这 24 种 状态 看 作 24 个 节点 ,两 节点 之 间 连 一 条 无 向 边 当 且 仅 当 这 两 种 状态 可 以 
相互 转换 ,于 是 得 到 一 个 无 向 图 . 

有 两 种 将 油 平分 的 方案 : 

第 1 种 : (0,0) 一 (0,3) 一 (3,0) 一 (3,3) 下 (5,1) 一 (0,1) 一 (1,0) 一 (1,3) 一 (4,0). 

第 2 种 ; (0,0) 一 (5,0) 一 (2,3) 一 (2,0) 一 (0,2) 一 (5,2) 一 (4,3) 一 (4,0). 

9. n(n—1)/2—m. 

习题 6. 2 

2. 4. 

3. (1) 设 G 是 3- 正则 (n,m) 图 ,根据 握手 定理 有 3。，n 二 2m. 由 于 2|12m,; 因 此 2|n, 即 
7 为 偶数 . 
4. 设 G=(V,E) 是 阶 竞赛 图 , 则 其 边 数 为 |E|= 二 n(n 一 1)/2 且 对 于 任意 vEV 有 
deg+ (v) 十 deg”(v) 二 n 一 1. 根据 竞赛 图 的 定义 知 : 
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> 


Tt 
_ 


一 > 


Tt 
_ 


2) deg+ (u) = >) deg- (z) =| E|=n(n—1)/2 


vEV vEVY 
8. G 至 少 有 7 个 节点 ,G 的 度数 序列 为 4, 4, 3, 3, 2, 2, 2 ,最 大 度 A(G) 王 4 和 最 小 度 
(0G) =2. 


9 必要 性 是 显然 的 .由 于 了 di = 0(mod 2), 于 是 dl 为 奇数 的 个 数 是 偶数 ,对 于 任意 


i(1 坟 i 二 n) ,车 d; 二 28, 则 在 节点 vw; 处 作 & 个 环 , 若 d; 二 2k 十 1, 则 在 节点 vw; 处 先 作 & 个 环 ， 
由 于 di; 为 奇数 的 个 数 是 偶数 ,进而 可 以 配对 用 一 条 无 向 边 连 接 , 这 样 就 得 到 一 个 图 G, 其 度 
数 序列 为 di ,da ，…,d,. 

习题 6.3 

让 

2. (5,3) 简 单 无 向 图 的 度数 序列 分 别 为 : (1) 3, 1, 1, 1, 0; (2) 2, 2, 2, 0, 0; 
eh I Ll i eh Pe 

3. (4,3) 简 单 图 的 度数 序列 分 别 为 ; (1) 3, 1, 1, 1; (2) 3, 2, 1, 0; (3) 2, 2, 1, 1. 

5. 观察 (a) 和 (b) 的 度 为 3 的 节点 ,与 其 邻接 的 节点 都 有 3 个 ,这 3 个 节点 在 (a) 中 只 有 
1 个 节点 度数 为 2, 但 在 (b) 中 有 2 个 节点 度数 为 2, 所 以 (a) 与 (b) 不 同 构 . 

6. 观察 每 个 节点 的 出 度 和 入 度 . 

8. 分 别 考虑 所 有 3 阶 不 同 构 的 简单 无 向 图 即 可 . 

习题 6.4 

1. 在 (a) 中 包含 所 有 边 的 轨迹 为 : 2345215, 在 (b) 中 包含 所 有 边 的 轨迹 为 : 126534523614. 


n n—2 n—2 
Sy Obs (一 D1.(2) od) 
l=3 i=] im=l 


3. (1) (a) ABCF; (b) ABCEF; (c) ABEF; (d) ABECF; (e) ADEF; 
({) ADECF; (g) ADEBCF. 
(2) (a) ABCF; (b) ABCEF; (c) ABEF; (d) ABECF; (e) ADEF; ({) ADECF; 
(g) ADEBCF; (h) ADEBCEF. 
(3) d(A,F)=3. 
4. (1) vw 到 vi 长度 为 1 和 2 的 路 : 没有 .vi 到 vi 长度 为 3 的 路 一 条 : vivovsv. 
(2) vi 到 vi 长 度 为 1 的 回路 一 条 : mm.m 到 vw 长度 为 2 的 回路 一 条 : vivivi. vi 到 
vi 长 度 为 3 的 回路 两 条 : vivivivi ,vivsvsvi. 
(3) 图 中 长 度 为 3 的 路 共有 30 条 ,其 中 有 4 条 回路 . 
5. 显然 ,在 同一 个 图 G 中 任意 两 条 最 长 轨迹 的 长 度 是 相同 的 . 若 图 G 存在 两 条 最 长 轨 


必 存 在 一 条 最 短路 径 从 Li 中 节点 wi 到 工 , 中 节点 vj. 

(1) 若 i 秋 六 则 轨迹 工 :wm uiuw…aadtri am 的 长 度 大 于 7 

5 i 之 j, 则 轨迹 了 :zxot Ui1Ui Ti Un 的 长 度 大 于 7 

6. 不 妨 设 A 一 9 ,对 于 G 中 最 长 轨迹 LL:uo…vo, 若 工 的 长 度 <k, 由 于 k= 二 6 且 G 是 简 
单 有 向 图 , 必 存 在 不 在 L 上 的 节点 wo。 邻接 到 w ,于 是 wouo…w 是 一 条 比 工 长 1 的 轨迹 ， 
矛盾 . 

7. 若 G 中 存在 节点 w 和 w 有 deg' (x) 一 degr (v). 因为 G 是 竞赛 图 ,不 妨 设 (u,v) EE 

“ 26] » 


下 (G) ,由 于 deg+ (xz) 一 deg+ (v), 于 是 在 G 中 必 存 在 一 个 节点 w 使 得 (v,w) EECG) 而 
(usw) 儿 E(G). 由 (wu,w) 儿 E(G) 可 得 出 (wu)EE(G), 进 而 wvwu 为 G 的 回路 ,矛盾 . 

8. 对 于 任意 vi EV, 由 于 deg  (m) 过 2, 必 存在 内 EV 使 得 (wm)E 开 .由 于 
deg (vs ) 宇 2, 必 存在 wEV 使 得 (vs ,vs)EE. 以 此 类 推 ,得 到 轨迹 …wvvswvi ,由 于 任意 节点 
vEV 的 入 度 deg”(v) 宇 2, 所 以 必 存 在 一 个 圈 . 

设 m 是 满足 下 列 条 件 的 最 小 下 标 : (1) ww…uwvum 含有 圈 C1; (2) 对 于 任意 二 m， 
wu 和 usau 中 都 不 含有 圈 . 现 从 G 中 将 Ci 的 边 全 部 去 掉 , 得 到 一 个 有 向 图 ,在 该 有 向 图 中 每 
节点 的 人 度 均 三 1, 与 前 面 的 讨论 类 似 , 可 得 到 又 一 个 圈 C;. 

习题 6.5 

2. 若 G 不 连通 , 则 G 的 连通 分 支 数 ww(G) 宇 2. 任 取 G 的 2 个 连通 分 支 C 和 C; ,分 别 在 
C 和 Cs 中 取 节 点 和 vw, 显然 G 至少 有 (1 十 deg(z)) 十 (1 十 deg(z)) 之 2 十 28(G) 之 2 十 2 个 
节点 ,矛盾 . 

3. 假设 G 不 连通 , 则 G 可 以 分 解 成 两 个 不 连通 的 子 图 G 和 G; ,其 阶 数 分 别 为 n， 和 
nz. 由 于 mm ,zz 亏 1, 所 以 mm 加 委 2 一 1. 又 因为 G 是 简单 图 ,于 是 G 和 G: 是 简单 图 ,进而 
Gi 的 边 数 生 mm 一 1)/2 且 Gs 的 边 数 生 n(ns 一 1)/2. 而 图 G 的 边 数 等 于 Gi 与 Gs 的 边 数 
之 和 . 

4. 由 于 G 不 是 完全 图 , 必 存 在 u,wEV 使 得 (lu,rw) FE. 又 由 于 G 是 连通 的 ,uw 可 达 w， 
即 到 w 存在 一 条 路 工 :;:uvo…rw. 对 工 的 长 度 / 归纳 . 

车 /==2, 即 工 ;:uvw, 结 论 成 立 . 

假设 /=k 时 结论 成 立 , 当 /=k 十 1 时 ,分 两 种 情况 讨论 : 

(1) w 与 ww 邻接 , 令 v 一 wm 结论 成 立 . 

(2) vw 与 ww 不 邻接 ,由 于 wo 到 ww 存在 一 条 长 度 为 & 的 路 工 一 {u,vw), 取 4 二 vo ,根据 归 
纳 假设 知 结论 成 立 . 

5. (1) 对 于 G 中 最 长 的 路 径 L :vowvi…vi, 其 长 度 为 1, 设 G 中 与 vo。 邻接 的 节点 有 pp 个， 
因为 6(G) 二 =k, 显然 p 三 k. 由 于 工 是 最 长 路 径 , 于 是 与 w 邻接 的 p 个 节点 必 在 L 上 ,否则 会 
得 出 一 条 比 工 更 长 的 路 径 , 不 可 能 . 而 这 时 显然 有 六 ,进而 /三 . 

(2) 若 G— {vo sv Up-1 } 不 连通 ,显然 Uk UpH1 人 在 同一 个 连通 分 支 中 , 则 可 选 
取 另 一 个 连通 分 支 C. 令 wwa…u。 是 C 中 的 最 长 的 路 径 , 类 似 于 (1) 的 证 明 , 可 以 得 出 C 中 
与 uo 邻接 的 节点 个 数 三 m 且 全 在 wowa…u 路 径 上 . 由 于 G 是 连通 图 ,G 中 与 C 中 节点 邻接 
的 节点 只 可 能 为 vo ,ww ，… ,vi-1. 分 两 种 情况 讨论 : 

@ ww v1 中 存在 节点 与 uo 邻接 . 令 vi 是 与 uo 邻接 的 下 标 最 小 的 节点 , 则 路 径 
ou uiuitodt an 的 长 度 为 1 一 i 十 1 十 m. 根据 工 是 最 长 路 径 , 知 /一 i 十 1 十 m 三 17， 
于 是 i 宇 m 十 1. 于 是 w ,wi,… ,vi-1 中 至 多 有 一 i 个 节点 与 uo 邻接 ,进而 deg(uo) 志 (k 一 让 
十 ms 福 & 一 1 ,与 SC(G) 一 上 矛盾 . 

@ w ,uu,…,w-1 中 不 存在 节点 与 wo 邻接 ,这 时 与 uo 邻接 的 节点 全 在 C 中 . 由 于 8(G) 一 
;因此 m 二 &, 即 ww 与 路 径 woiwa…u, 上 的 其 余 节 点 均 邻 接 . 因为 C 中 必 存 在 节点 与 v。， 
vi， ss-1 某 节点 v; 邻接 ,而 可 达 wo ,wa ，… ,us 中 任意 节点 , 令 wv 是 第 一 个 在 C 中 与 uo， 
ia 某 节 点 u; 邻接 而 不 在 uotwa…us 上 的 节点 ,这 时 路 径 vv Vivi Viu 
vuUjUj-1…Uoujt1…um 的 长 度 至 少 为 1 十 1, 矛 盾 . 
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6. 每 个 P 的 等 价 类 是 无 向 图 G 的 连通 分 支 的 节点 集合 . 

ZT R= ME 

8. 设 G 二 (V,E),L:vovi…v 是 G 的 最 长 路 径 ,这 时 与 vo 以 及 与 邻接 的 节点 均 在 
:ee 

( 反 证 ) 假 设 /二 26(G), 设 与 vo 邻接 的 节点 分 别 为 vi ,vi sv 而 四 -oo 
va,-1 与 vi 不 邻接 , 则 deg(v,) 三 1 一 p, 于 是 

deg(z ) 十 deg(w) p+l—p= /< 20(G) 
而 deg(zw) ,deg(v) 宇 6(G), 即 deg(Cw ) 十 deg(uw) 二 28(G) ,矛盾 . 于 是 必 存 在 节点 _ 与 v, 邻 
接 且 节 点 w+ 与 vo 邻接 ,进而 得 到 一 条 长 度 为 /的 G 的 最 长 路 径 
Vit2 Vit3""* ULVi"** UI Vo Ui+1 或 Vi1 Vi2 "VI Vo Ui "ViVi 

而 路 径 的 起 点 与 终点 邻接 . 

不 妨 设 最 长 路 径 工 : wm …zw 的 起 点 与 终点 邻接 . 由 于 路 径 长 度 为 /二 26(G), 而 
IV| 二 26(G), 必 存在 一 个 节点 不 在 L 上. 因为 G 是 连通 图 ,不 妨 设 与 L 上 的 节点 v; 邻 
接 , 则 路 径 


UViVi1 VI Vo VIV LL Vit 

的 长 度 为 /十 1, 矛 盾 . 

9. 任意 删除 G 的 & 一 1 个 节点 得 到 图 G ,这 时 G' 的 阶 数 为 n= 二 nn 一 k 十 1, 而 6(G') 宇 
(n 十 k 一 1)/2 一 (k 一 1)= 二 (n 一 k 十 1)/2==n /2, 由 第 2 题 知 G 是 连通 的 , 故 x(G) 宇 k. 

10. 6(G)<2m/n. 

12.( 芝 )( 反 证 ) 若 存在 信 了 关 WCV ,而 不 存在 G 中 起 点 在 W, 终 点 在 V 一 W 的 边 , 显 然 
W 中 节点 不 可 达 V 一 W 中 节点 ,这 与 G 是 强 连通 图 条 件 矛 盾 . 

(一 ) 对 于 任意 wx,vEV, 由 于 G 的 边 连通 度 至 少 为 1, 因此 到 V 一 {4} 中 节点 wi 有 边 ， 
即 (wyia)€EE. 对 于 W= {uyu}), 必 存在 节点 ws EV 一 W 使 得 (wu,us)EE 或 (ui ,us)EE, 于 
是 总 存在 从 到 us 的 路 . 继续 这 个 过 程 ,一 定 存在 从 到 w 的 路 . 

由 于 u,v€EV 的 任意 性 知 ,G 是 强 连通 图 . 


习题 6.6 
1 lw 下 ,于 导 
ls Ka et 0 中 PA}=|1 1 | 
0 2 0 由 吉 刘 
| "可 i 省- 考 
(b) “07 0 Ol (Go 三 | 1 中 
0 2 0 人 于 


2 XID 从 Ts 到 Uz 长 度 为 4 的 路 有 2 条 ,分 别 为 Us U1 U4 U3 U2 和 V3 U2 U4 U3 U2. 
(2) G 中 长 度 为 3 的 路 共有 26 条 ,其 中 有 6 条 回路 . 
(3) G 是 强 连通 图 . 


3. (1) 图 G 的 邻接 矩阵 4 一 


Ooor 
SO © © 
二 口上 一 于 
SO = ©O © 
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(2) G 中 到 ww 的 长 度 为 4 的 路 有 4 条, 分别 为 viewierviervsesvs， viesvsesvervseev， 
UI1E1 VIE2 U2C5 U3C6 V4» U1C1UIEC3 U2C5 U3C6 U4. 

(3) G 中 vw 到 w 的 长 度 为 3 的 回路 有 1 条 . 它 是 vieivieivieiw. 

(4) G 中 长 度 为 4 的 路 共有 16 条 ,其 中 有 3 条 回路 . 

(5) G 中 长 度 4 的 路 共有 46 条 ,G 中 长 度 乏 4 的 回路 有 8 条 . 

(6) G 是 单 向 连通 图 . 


0 丰年 六 —1 六 他 | 0 
2 | 1 = 0 0 
4. M(G1)= ， M(G;,)= 
和 和 下 一 并 1 0 | 
和 交感 下 下 而 0 © 0 -1 —1 
习题 6.7 


2. ww 到 ,vs,v 的 不 存在 路 径 , v， 到 vs,wvs，,wv 的 最 短路 径 分 别 为 vvs， 
Va Us Ue » U4 Us Ue U7 。 

3. 从 到 vw 的 最 短路 径 只 有 一 条 udecfhv, 其 权 为 9. 

习题 7.1 

3. 图 7-3(a) 可 以 .图 7-3(b) 不 可 以 . 

4. (1) 4 笔 可 以 画 出 : aei,kgc,badcbfjilkj,dhefghl. (2) 两 笔 可 以 画 出 : eabiadhg， 
fgcjdcbfeh. 

7. 先 利用 迪 杰 斯 特 拉 (Dijkstra) 算 法 求 出 v 到 w 的 最 短路 径 为 viv4vsvsv ,再 将 该 路 
径 所 经 过 的 边 重 复 一 次 即 可 . 

8. 先 利用 迪 杰 斯 特 拉 (Dijkstra) 算 法 求 出 孔 到 巨 的 最 短路 径 为 BGE, 其 权 为 28, 再 将 该 
路 径 所 经 过 的 边 重复 一 次 即 可 ,于 是 从 邮局 C 出 发 的 一 条 欧 拉 回路 为 CBGEGBAFDACDEC， 
其 权 为 281. 

10. 对 归纳 . 当 & 二 1 时 ,G 恰 含 两 个 度数 为 奇数 的 节点 ,由 定理 7-3 知 结论 成 立 . 

假定 三 k 时 成 立 , 当 连通 图 有 2(k 十 1) 个 奇数 节点 时 ,任意 取 ,vs EV, 由 于 G 连通 , 必 
存在 从 wv 到 vw 的 路 径 工 , 从 G 中 删除 路 径 L 中 的 所 有 边 ,得 连通 分 支 G1,Gs,，…， 
G(r 三 1). 若 存 在 节点 度数 全 为 偶数 的 连通 分 支 ,根据 欧 拉 定理 ,该 连通 分 支 中 存在 欧 拉 
回路 ,该 欧 拉 回路 与 路 径 工 一 起 构成 一 条 轨迹 . 因此 不 妨 设 连通 分 支 G1 ,Gs，…,G, (1 二 s 志 7) 中 
有 度数 为 奇数 的 节点 ,根据 握手 定理 知 ,度数 为 奇数 的 节点 个 数 为 偶数 2k; (i 二 1,2,…,s). 


由 于 wm 和 vw 的 度数 为 奇数 ,因此 了 外 一 A, 进而 kk. 根据 归纳 假设 知 ,对 于 连通 分 支 


Gi(i 二 1,2,…，,s),G; 中 存在 条 轨迹 ,它们 包含 了 G; 中 的 所 有 边 . 于 是 G 中 存在 > ) 十 1= 
& 十 1 条 轨迹 ,它们 包含 了 G 中 的 所 有 边 . 

习题 7.2 

1. 图 7-14 所 示 的 两 个 (a)、(b) 均 是 哈密 尔 顿 图 . 

3. (1) 彼得 森 图 不 是 哈密 尔 顿 图 . (2) 可 添加 节点 a 与 1 之 间 的 一 条 边 , 得 到 一 个 哈密 
尔 顿 图 . (3) 不 能 . (4) 是 . 

5. 可 以 .将 立方 体 投影 在 平面 上 . 
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6. (1) 对 于 G 中 任意 两 个 不 相 邻 的 节点 w 和 wv, 有 deg(w) 十 deg(v) 宇 n. (2) 不 一 定 . 

7. 对 于 任意 不 相 邻 的 节点 u,v€EV ,考虑 任意 节点 wEV 一 {u,v). 根据 已 知 条 件 ,u 与 
ww 或 v 与 w 邻接 . 又 因为 u 与 v 不 邻接 ,因此 ww 与 w 且 v 与 w 邻接 .根据 ww 的 任意 性 有 
deg(u) ,deg(v) 宇 n 一 2, 于 是 deg(u) 十 deg(v) 宇 2(n 一 2). 由 于 n 宇 4, 所 以 2(n 一 2) 宇 n, 于 是 
deg(x) 十 deg(u) 之 7 


8，K, 中 有 寺 Cx 一 1)! 条 不 同 的 哈密 尔 顿 回路 . 


10. 哈密 尔 顿 回路 在 节点 ,j,l 处 各 只 有 两 条 边 经 过 ,于 是 分 别 有 3 条 边 不 能 行 遍 , 共 
有 9 条 边 . 哈密 尔 顿 回路 在 节点 a,c,e 处 也 各 只 有 两 条 边 经 过 ,各 有 1 条 边 不 能 行 遍 ,共有 
3 条 边 . 在 节点 p 处 也 只 有 两 条 边 供 行 遍 . 于 是 可 供 行 遍 的 边 乏 27 一 (9 十 3 十 1) 王 14, 故 所 给 
的 图 不 是 哈密 尔 顿 图 . 

11. 权 最 小 的 哈密 尔 顿 回 路 为 mvwvsawv. 

习题 7.3 

1. 所 有 不 同 构 的 5 阶 ,6 阶 无 向 树 分 别 有 3 棵 和 6 棵 . 

2, (1)G 有 下 不 节点 。 

3. 叶 节 点 的 个 数 工 = 二 3 十 2 十 … 十 (k 一 2)ni 十 2. 

5. 设 G 是 n 阶 无 向 树 , 它 有 xz 片 树叶 . 若 zk, 由 于 G 至 少 有 一 个 节点 的 度数 大 于 
于 &, 则 G 的 其 余 n 一 x 一 1 个 节点 度数 均 大 于 等 于 2. 根据 握手 定理 ,有 


煌 


2(n—1) = bp deg(vw) 之 2(02 一 工 一 1) 十 有 十 工 
由 此 可 得 出 x 三 ,这 与 +<k 矛 盾 .所 以 G 至 少 有 k 片 树叶 . 
6. 设 G 是 n 阶 无 向 树 , 它 恰 有 两 片 树叶 ,于 是 其 余 2 一 2 个 节点 ,vo，…,v,-s 中 的 每 
个 节点 至 少 为 2 度 . 根据 握手 定理 ,有 


n—2 
2(n—1)=2+ D>) deg(u) 
i=1 


因此 对 于 任意 i(i 二 1,2,…,n 一 2), 有 deg(w;) 二 2. 这 时 ,G 中 存在 一 条 从 一 个 叶 节 点 到 另 一 
个 叶 节 点 的 欧 拉 轨 迹 , 且 该 轨迹 是 一 条 路 径 . 

7. 图 8-4(a) 和 图 8-4(b) 所 示 的 两 个 图 ,所 有 不 同 构 的 生成 树 分 别 有 3 棵 和 两 棵 . 

8. K。 中 所 有 不 同 构 的 生成 树 共 5 棵 . 

9. 最 小 生成 树 的 权 为 16. 

10. (2) 对 于 归纳. 当 "* 王 2 时 ,显然 成 立 .假设 n 一 1 时 结论 成 立 , 对 于 nn 个 正 整数 


GO 二 2)di ,ds ,ds ,因为 > di 二 2(n 一 1), 所 以 必 存 在 一 个 正 整 数 为 1, 不 妨 设 d, 二 1, 同 时 
i=1 


必 存 在 一 个 大 于 等 于 2 的 正 整 数 ,不 妨 设 为 d,-1. 考虑 n 一 1 个 正 整 数 di, di，,…,d,-2， 
ds-1 一 1, 由 于 十 ds 十 … 十 d,_z 十 (d,-1 一 1)= 二 2[(n 一 1) 一 1j, 根 据 归 纳 假设 知 ,存在 一 棵 
7 一 1 阶 无 向 树 ,其 节点 度数 分 别 为 di,d;，…,d,-s，,d,-1 一 1. 在 该 树 的 基础 上 ,增加 一 个 与 度 
数 为 d,-_1 一 1 节点 邻接 的 1 度 节点 ,所 得 到 的 阶 无 向 树 , 其 节点 度数 分 别 为 di ,ds，…,d，. 

习题 7.4 

2. 所 有 不 同 构 的 4 阶 根 树 及 5 阶 根 树 分 别 有 4 棵 和 9 棵 . 

4. (a)、(b) 不 同 构 的 是 根 树 的 生成 子 图 分 别 有 1 棵 和 3 棵 . 
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10. 显然 A 和 As 的 各 符号 串 互 不 为 前 绥 , 因 此 A, 和 A, 是 前 缓 码 .在 A: 中 1 既是 11 的 
前 级 ,又 是 101 的 前 级 ,所 以 A; 不 是 前 级 码 . 

习题 7.5 

2. (1) 若 G 不 是 连通 图 , 则 G 至 少 有 两 个 连通 分 支 . 设 Cl 和 C* 是 G 的 两 个 连通 分 支 ， 
在 C 和 C: 中 各 取 一 个 节点 w 和 w, 于 是 在 G 添加 一 条 边 wv 所 得 到 的 图 G 十 uv 仍 是 平面 
图 ,这 与 G 是 极 大 平面 图 相 了 矛盾 ,于 是 G 是 连通 图 . 

(2) 由 于 极 大 平面 图 是 简单 图 ,于 是 G 的 每 个 面 至 少 3 条 边 围 成 . 假设 存在 G 的 1 个 面 
尺 至 少 由 4 条 边 围 成 ,其 面 的 边界 为 mvwvw…u. 若 局 与 在 G 中 不 邻接 , 则 在 R 内 添 
加 边 wivs ,所 得 到 的 图 仍 为 平面 图 ,与 已 知 了 矛盾 .于 是 wv 与 v 在 G 中 邻接 且 边 wmvs 在 R 的 
外 部 . 同样 w 与 v 在 G 中 也 邻接 且 边 vaw 也 在 R 的 外 部 .因此 得 到 两 条 边 vivs 和 wv, 它 
们 相交 于 尺 的 外 部 ,这 与 G 是 平面 图 相 矛 盾 . 故 G 的 每 个 面 都 是 三 角形 . 

3. 不 妨 设 G 的 阶 数 nn 三 3, 否 则 结论 是 显然 的 .根据 推论 1 知 ,m 三 3n 一 6. 若 G 的 任意 节 
点 v 的 度数 均 有 deg(v) 三 4, 由 握手 定理 知 

i = pa deg(v) 宇 5n 


于 是 过 二 mm, 进 而 m<3n—6<3X5m—6. 因此 mx 三 30, 与 已 知 矛 盾 . 所 以 问题 得 证 . 
4.( 反 证 ) 假 设 G 和 G 都 是 平面 图 , 则 根据 推论 1 知 G 和 G 的 边 数 均 小 于 等 于 3n 一 6， 
其 中 是 G 或 的 节点 数 .由 于 G 和 G 的 边 数 之 和 为 K, 的 边 数 寺 n(n 一 ,于 是 喜 n(n 


1) 委 2(32 一 6), 即 到 一 132 十 24 和 0, 由 此 可 得 z<11, 矛 盾 . 故 G 或 G 不 是 平面 图 . 

5.( 反 证 ) 假 设 彼 得 森 图 G 是 平面 图 ,由 于 G 是 连通 图 ,根据 欧 拉 公式 ,G 的 面 数 为 mm 一 
n 十 2. 因为 的 每 个 面 至 少 由 5 条 边 围 成 ,但 每 一 条 边 是 两 个 面 的 边界 ,于 是 5(m 一 n 十 2)/2 三 
mm, 所 以 3m 一 5n 十 10 二 0. 因为 彼得 森 图 G 有 m= 二 15,n= 二 10, 于 是 3，15 一 5。10 十 10==5 碾 
0, 显 然 不 可 能 . 因此 彼得 森 图 是 非 平面 图 . 

6. ( 反 证 ) 设 G 是 (n,m) 图 ,这 里 =7. 根据 推论 1 知 ,mm 委 32 一 6, 即 7 过 3n 一 6, 于 是 


3n 宇 13. 根据 握手 定理 ,有 2X7= 》) deg(v) 宇 3n, 即 3n<14. 

9. 由 定理 7-11 知 ,任何 简单 平面 图 必 存 在 一 个 度数 小 于 等 于 5 的 节点 .不 妨 假设 G 是 
连通 的 ,否则 G 至 少 两 个 连通 分 支 , 若 存在 一 个 连通 分 支 其 节点 个 数 大 于 等 于 3 或 每 个 连通 
分 支 的 节点 个 数 均 小 于 等 于 2 结论 均 成 立 . 当 三 3 时 , 若 恰 有 两 个 节点 度数 小 于 等 于 5, 则 
其 余 一 2 个 节点 的 度数 均 大 于 等 于 6, 于 是 》) deg(v) 三 6(n 一 2) 十 2. 根据 定理 7-11 的 


推论 1 可知 m 过 3n 一 6, 由 握手 定理 有 》)deg(v) = 2m 三 2(3n 一 6). 矛 盾 . 


12. 根据 欧 拉 公式 知 , 面 数 r= 二 m 一 n 十 2 二 12 一 6 十 2 三 8. 由 于 每 条 边 恰 为 两 个 面 的 边 
界 , 因 此 围 所 有 面 的 边 数 之 和 为 2X12 二 24. 又 由 于 简单 平面 图 的 每 个 面 至 少 3 条 边 围 成 ， 
所 以 围 每 个 面 所 需 的 边 数 恰 为 3. 

13. 平面 图 G 的 对 偶 图 G* 是 欧 拉 图 的 充 要 条 件 是 G 的 每 个 面 均 由 偶数 条 边 围 成 . 

14. G 的 对 偶 图 G* 不 是 欧 拉 图 ,因为 G* 中 无 限 面 所 在 节点 的 度数 为 奇数 7.G* 也 不 是 
哈密 尔 顿 图 ,因为 G” 中 无 限 面 所 在 节点 为 制 点 . 
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15. 考虑 平面 图 G 的 对 偶 图 G* ,由 已 知 条 件 知 G* 是 无 向 完全 图 K,. 由 于 G* 是 平面 
图 ,而 K, 为 平面 图 时 ,r 的 最 大 值 为 4. 

16. 由 于 极 大 平面 图 的 每 个 面 都 是 三 角形 ,因此 G* 的 每 个 节点 的 度数 为 3, 所 以 G* 是 
3- 正 则 图 .在 G* 中 任意 删除 一 条 边 e = 二 wu* vw”, 则 w* 和 w* 所 在 的 两 个 面 是 相 邻 的 . 由 于 
G 的 每 个 面 都 是 三 角形 ,于 是 G* 中 删除 e* 后 仍 存在 一 条 从 wu” 到 vw’ 的 路 ,因此 仍 是 连通 
的 , 故 G* 的 边 连通 度 1(G* ) 宇 2. 

17. (1) 根据 欧 拉 公式 ,有 r= 二 m 一 n 十 2. 当 n 宇 3 时 有 m 二 3n 一 6, 于 是 过 (3n 一 6) 一 
Nn 十 2 二 2n 一 4. 

(2) ( 反 证 ) 设 G 中 至 多 含 5 个 节点 的 度数 小 于 等 于 5, 则 其 余 n 一 5 个 节点 的 度数 均 大 
于 等 于 6. 由 于 6(G) 二 4, 根 据 握手 定理 ,有 
5X4++6(n 一 5) 牵 > deg(v) = 2m < 2(3n— 6) 


于 是 6n 一 10 志 6n 一 12, 这 是 不 可 能 的 . 
18. 不 妨 设 G 是 连通 图 . 根据 欧 拉 公 式 , 有 r= 二 mm 一 nn 十 2. 由 握手 定理 知 32 过 
D3 deg(v) 二 2m, 进 而 一 nn 宇 一 2/3m. 由 于 7 二 12, 因 此 


m—2/3m++2 三 m 一 n 十 2 二 12 


于 是 m 二 30. 

若 G 的 每 个 面 至 少 由 5 条 边 围 成 , 则 5r 志 2m, 进 而 7 三 2/5m, 于 是 m 一 2/3m 十 2 声 r= 
m 一 n 十 2 二 2/5m, 因 此 m 宇 30, 矛 盾 . 

(2) 正 十 二 面体 图 G( 参 见 图 7-9). 

习题 7.6 

1. 因为 G 中 不 含有 桥 , 任 何 一 条 边 都 是 两 个 不 同 面 的 边界 . 对 于 任意 G 的 节点 v, 由 于 
G 的 面色 数 为 2, 于 是 deg(v) 为 偶数 .根据 欧 拉 定理 知 G 是 欧 拉 图 . 

3. 图 7-50(a) 中 各 节点 着 色 数 和 边 着 色 数 均 为 3; 图 7-50(b) 中 各 节点 着 色 数 和 边 着 
色 数 均 为 4. 

5. 由 于 X(G)==k, 设 图 G 用 1.2,…,k 种 颜色 对 节点 着 色 , 且 分 别 涂 上 这 上 种 颜色 的 
节点 集合 分 别 为 Vi ,V2，… ,Vi, 则 对 于 任意 i 关 j,V; 与 Vj 之 间 至 少 存在 一 条 边 ,否则 可 以 
给 Vi 和 V; 中 的 节点 涂 上 同一 种 颜色 ,这 与 已 知 X(G)==& 矛盾 . 于 是 G 至 少 有 
k(k 一 1)/2 条 边 . 

6. 〈 反 证 ) 若 存在 节点 wxEY 的 度数 deg (u) 志 一 2, 由 于 X(G)==k, 因 此 X(G 一 wu) 二 
一 1. 由 于 deg(w) 志 一 2, 对 G 中 与 邻接 的 节点 至 多 用 k 一 2 种 颜色 着 色 ,k 一 1 种 颜色 至 
少 还 有 一 种 颜色 未 用 ,就 用 这 种 颜色 对 节点 涂 色 , 其 他 节点 着 色 与 G 一 v 相同 ,于 是 得 出 
X(G) 二 Rk 一 1, 与 已 知 了 矛盾 . 故 G 的 最 小 度 6(G) 宇 k 一 1. 

7. 图 G 的 节点 着 色 是 一 张 考试 安排 表 , 节 点 着 色 需 要 的 颜色 种 数 表示 不 同 考试 时 间 的 
次 数 .X(G) 表 示 安 排 考试 时 间 的 最 少 次 数 . 

习题 7.7 

1. 图 7-53(a) 为 彼得 森 图 ,因此 它 不 是 二 部 图 ,因为 存在 一 个 长 度 为 5 的 圈 abcdea. 

图 7-53(b) 所 示 的 图 是 二 部 图 ,其 互补 节点 集 为 VV 一 {a.d,f,h} 和 Vs 一 {b,c,e,g}. 
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2. 将 6 人 作为 节点 a,b,c,d,e,f: 若 两 人 至 少 会 同一 种 语言 则 相应 的 两 节点 邻接 ,得 到 
一 个 二 部 图 G, 其 互补 节点 集 为 Vi 二 {a,e,f} 和 Vs=={b,c,d). 

3. 存在 完美 匹配 M: {Zhang, English}, {Wang, Chinese}, {Li, Math}, {Zhao，, 
Chemistry}, {Sun, Computer}, {Zhou, Physics)}. 

6. 证 (>) 设 G 是 二 部 图 ,其 互补 节点 集合 为 Vi 和 Vs, 将 Vi 中 的 节点 涂 一 种 颜色 ， 
而 将 Vs 中 的 节点 涂 另 一 种 颜色 , 则 相 邻 的 节点 出 现 不 同 的 颜色 . 考虑 到 V， 和 V: 可 能 无 节 
点 相 邻 ,所 以 X(G)<2. 

(二 ) 设 X(G)<2, 着 X(G) 二 1, 则 由 于 G 的 阶 数 大 于 等 于 2, 所 以 G 是 零 图 ,显然 G 是 二 
部 图 . 若 XCG) 王 2, 即 用 两 种 颜色 即 可 对 G 的 节点 着 色 , 令 着 第 一 种 颜色 的 节点 组 成 的 集合 
为 Vi ,着 第 二 种 颜色 的 节点 组 成 的 集合 为 V ,于 是 对 于 任意 边 e 二 vivs, 由 于 wv 和 ws 着 色 
不 同 , 所 以 它们 分 别 属于 不 同 的 集合 Vi 和 V,, 即 Vi 和 V 是 图 G 的 互补 节点 集合 , 故 G 是 
二 部 图 . 

7. 假设 无 向 树 G 有 两 个 不 同 的 完美 匹配 M， 和 Ms: ,考虑 Mi 四 Ms. 由 于 MM 隆 Ms, 所 以 
必 存 在 Mi 中 Mi 的 一 个 连通 分 支 ,其 每 个 节点 的 度数 为 2, 进 而 在 Mi 外 Ms 存在 圈 , 这 与 
G 是 无 向 树 条 件 矛 盾 . 故 无 向 树 至 多 有 一 个 完美 匹配 . 

8. 对 于 任意 WCSV, 令 G 一 W 的 所 有 含 奇 数 个 节点 的 连通 分 支 分 别 为 Cl,Gz，…,Gv， 
对 于 任意 1i 过 p, 记 gq; 为 Gi; 与 W 之 间 相 连 的 边 数 . 因为 G 是 上 正则 图 ,于 是 有 4 一 

>，deg(o 一 2 | E(G;) |=&|V(CG) | 一 2 | E(G;) |, 即 g 与 A 有 相同 的 奇偶 性 (1 之 i < p). 


vEV(G) 


又 因为 G 是 一 1 边 连通 的 ,所 以 g; 宇 k(1<i<p). 于 是 


p 
p<liD)g<1i5 degCo) =| 了 | 
ia ksew 


特别 地 , 当 WW= 二 时 ,由 于 nn 是 偶数 ,这 时 p= 二 0 二 |W|, 上 式 仍 成 立 . 根据 Tutte 定理 知 ， 
G 存在 完美 匹配 . 

习题 8.1 

1. 7 种 . 

2 2168: 个 . 

3 一 2 一 个， 

4. 2880 种 . 

Le 

习题 8.2 

2. 12 种 选 球 方式 ,其 中 包含 1 种 每 个 球 都 不 选 的 方式 . 
Cs+r-1， 7 为 偶数 
0， 六 为 奇数 


3.aw, 一 


习题 8.3 
1. 初始 条 件 为 一 1,o 一 2. 递归 关系 为 ws 一 wo-: 十 oo-z (2 之 3). 
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2. 初始 条 件 为 w 一 1,4s 一 1. 递归 关系 为 a, 一 araw s(n 之 3). 


3. 初始 条 件 为 me 一 0,ai 王 1,az 一 1,as 一 1. 递归 关系 为 a 一 4as-s 十 24as-3 十 as-4《n 之 4). 
4 121 
5 一 
6. 一 寻 一 7 十 2. 
L i n—k 
ve 


Dd “1! 
8 0 = 
9. a 一 辫 (42 一 29n 十 7 以 )( 一 DD" 十 襄 2" 
me | tn 生 2 十 个 5 
11.a, 王 一 14X3" 十 5X4 和 十 (22 十 10)2". 
12: fn =ntct bn nan) 


10. 二 
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0 务 


为 更 好 地 服务 于 教学 , 本 书 配套 提供 智能 化 的 数字 教学 平台 
一 一 智 学 苑 ( wwwjizhixue.cn ) ,使 用 清华 大 学 出 版 社 教材 的 师 生 
可 以 在 全 球 领 先 的 教学 平台 上 顺利 开展 教学 活动 。 


为 教师 提供 

通过 学 科 知 识 点 体系 有 机 整合 的 碎片 化 的 多 媒体 教学 资源 一 一 教学 内 容 创新 ; 

可 夯 重 点 、 做 标注 、 跨 终端 无 颖 切换 的 新 一 代 电子 教材 一 一 深度 学 习 模 式 ; 

学 生 学 习 情 况 的 自动 统计 分 析 数 据 一 一 个 性 化 教学 ; 

作业 和 习题 的 自动 组 卷 和 自动 评判 一 一 减轻 教学 负担 ; 

课程 、 学 科 论 坛 上 的 答疑 讨论 功能 一 一 教学 互动 ; 

群发 通知 、 供 交 作业 、 调 整 作业 时 间 、 查 看 作业 详情 、 发 布 学 生 答案 等 课程 管理 功能 
一 一 课程 实践 。 

丛 为 学 生 提供 


eeeee obe 


四 ”方便 快捷 的 课程 复习 功能 一 一 及 时 巩固 所 学 知识 ; 

龟 “个 性 化 的 学 习 数据 统计 分 析 和 激励 机 制 -一 一 精准 的 自我 评估 ; 

里 ”智能 题库 和 详细 的 习题 解答 一 一 个 性 化 学 习 的 全 过 程 在 线 辅导 ; 

里 ”收藏 习题 功能 ( 错 题 本 ) 、 在 线 笔记 和 画 重点 等 功能 一 一 高 效 的 考 前 复习 。 

有 我 是 教师 

@ 建立 属于 我 的 在 线 课程 ! 
1， 注 册 教 师 账号 并 登录 
2， 搜 索 教 材 并 激活 : 输入 本 书 附带 的 教材 序列 号 〈 见 封底 ) 
3， 进 入 我 的 智 学 ?我 的 课程 , 选择 已 经 激活 教材 建立 在 线 课程 《SPOC 校 内 课 

或 是 MOOC 公 开课 ) 

刀 我 是 学 生 

@ 加 入 教材 作者 建立 的 MOOC 公 开课 ! 
1， 注 册 学 生 账 号 并 登录 
2， 搜 索 课程 : 在 课程 搜索 框 输入 课程 编号 A 
3 激活 教材 : 输入 本 书 附带 的 教材 序列 号 〈 见 封底 ) 
4. 报名 课程 

@ 加 入 任课 教师 建立 的 SPOC 校 内 课 ! 
1. 注册 学 生 账号 并 登录 
2. 搜索 课程 :在 课程 搜索 框 输入 课程 编号 (课程 编号 请 向 您 的 任课 教师 索取 ) 
3. 激活 教材 : 输入 本 书 附带 的 教材 序列 号 〈 见 封底 ) 
4. 报名 课程 : 选择 班级 输入 班级 报名 密码 〈 报 名 密码 请 向 您 的 任课 教师 索取 ) 
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如 有 疑问 ,请 联系 service@izhixue.cc 或 加 入 清华 教学 服务 群 213172117。 


